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\Vorwort

Zu den groBen Errungenschaften unserer Zivilisation zéhlt der Zugewinn an Langlebigkeit der Menschen. Immer mehr
Menschen erreichen heutzutage ein hohes Alter. Die langere Lebenszeit ist einerseits erfreulich, sie hat aber anderer-
seits auch ihren Preis, und so kommt dem Kapitalbedarf im Alter ein bedeutender Stellenwert zu. Es iiberrascht daher
nicht, dass die Altersvorsorge zu den drdngenden Problemen gezahit wird. Die gebrduchlichste Form der privaten Ren-
tenversicherung ist die Leibrente (Lebensrente), die bis zum Lebensende des Versicherten bezahlt wird. Lebenserwar-
tung und Leibrente — eine Alliteration? Die Lebenserwartung und der Zinsfu3 prégen die Hohe einer Leibrente.

Den Sterbetafeln, die das wichtigste demographische Hilfsmittel sind, kénnen die Angaben zur Lebenserwartung ent-
nommen werden. Die fiir Leibrentengeschéfte nétigen Versicherungsbarwerte gewinnt man anhand der Absterbeord-
nung einer Sterbetafel (Uberlebende im Alter x). Fiir Bevélkerungsprognosen sind Sterbetafeln ebenfalls eine wichtige
Grundlage. Selbstverstandlich muss das Instrument Sterbetafel auf sicheren Daten beruhen. Fiir Amartya Sen, Nobel-
preistrdger fiir Wirtschaftswissenschaften 1998, erweisen sich Sterblichkeitsdaten als wichtige Ergénzung der 6ko-
nomischen Analyse.

Die Bedeutung von Sterbetafeln hob schon der groe Mathematiker und Astronom Carl Friedrich GauB (1777 - 1855)
hervor. Bemerkenswert ist, dass die Lebensversicherung, die sich aus dem mittelalterlichen Leibrentengeschaft ent-
wickelte, zu den ersten Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung im Wirtschaftsleben zahit.

Der ehemalige Vorstand des Bayerischen Statistischen Bureaus, Friedrich Benedikt von Hermann (1795 - 1868), be-
merkte zu Sterbetafeln (damals Mortalitats-Tafeln genannt): ,Man kann diese gewissermaBen als das eigentliche Ziel
und Ende aller Erhebungen (iber die Bewegung der Bevélkerung ansehen.*

Die Frage nach der Dauer des menschlichen Lebens hat von jeher eine groBe Rolle gespielt. Zu diesem Themenkreis
verdffentlichte das Bayerische Landesamt fiir Statistik und Datenverarbeitung in den Jahren 2004 bis 2008 in loser Fol-
ge verschiedene Beitrdge, die sich mit dem Umfeld und der geschichtlichen Entwicklung der Sterbetafeln und der Be-
wertung von Leibrenten befassten. Diese werden hier in kompakter Form zusammengefasst und sollen einem interes-
sierten Kreis zur Verfiigung stehen.

Ergdnzend wurde als Anhang die aktuelle vom Bayerischen Landesamt fiir Statistik und Datenverarbeitung erstellte
Sterbetafel 2003/05 abgedruckt. Beigefiigt wurde eine Tabelle mit Kommutationszahlen und Versicherungsbarwerten
einer lebensladnglichen, jahrlich vorschiissig zahlbaren Rente nach der bayerischen Sterbetafel 2003/05 (Zinssatz 3%).

Dariiber hinaus finden sich im Anhang Bilder und Ubersichten, die neu aufgenommen wurden.

Miinchen, im Dezember 2008

Karlheinz Anding
Prasident des Bayerischen Landesamts fiir Statistik
und Datenverarbeitung



Der Autor der Beitrdge, Helmut Hirtz, ist im Bayerischen Landesamt fiir Statistik
und Datenverarbeitung im Bereich mathematisch-statistische Methoden beschéftigt. Hier ist er
u.a. zustdndig fiir die Berechnung der bayerischen Sterbetafeln.
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Leibrente - ein einfacher Begriff mit
komplexem Hintergrund

Die Absenkung der Leistungen oOffentlicher Versorgungseinrichtungen erfordert eine ergénzende pri-
vate Vorsorge fiir das Alter. Eine Mischung der fiir die Altersvorsorge in Frage kommenden Anla-
gemaglichkeiten ist immer noch ein probates Mittel. In bestimmten Féllen konnten dazu auch Kaufge-
schafte auf Leibrentenbasis zahlen. Allerdings mangelt es hierfiir an aktuellen Datennachweisen fiir
Deutschland. Die derzeit verfligbaren Zahlen stiitzen sich auf die ,Allgemeine Sterbetafel 1986/88“
fur die Bundesrepublik Deutschland mit dem Gebietsstand vor dem 3.10.1990. Der nachfolgende
Beitrag schlégt einen kurzgefassten Bogen (iber die geschichtliche Entwicklung der Sterbetafeln und

— auf dieser Basis — der Berechnung von Leibrenten.

Sterbetafel: Basis fiir Leibrenten

Fiir Bayern wurde im August 2001 eine Sterbetafel fiir 1996/98
veroffentlicht, die den gleichen Aufbau hat wie die Allgemeine
Sterbetafel 1986/88. Anstelle von Volkszahlungsergebnissen
wurden die Daten aus der Bevdlkerungsfortschreibung heran-
gezogen.

Es braucht nicht besonders betont zu werden, dass Sterbeta-
feln oder Uberlebendentafeln eine wesentliche Entscheidungs-
grundlage in Politik und Wirtschaft sind. Sie geben Aufschluss
iiber die Sterblichkeit der Bevolkerung insgesamt und in je-
der Altersstufe. Eine Sterbetafel enthdlt neben den einjahrigen
Sterbewahrscheinlichkeiten auch die Absterbeordnung (An-
zahl der Uberlebenden) sowie die mittlere Lebenserwartung
in jedem Alter. AuBerdem ldsst sich mit ihr die wahrschein-
liche Lebensdauer berechnen [1]. Es mag auch interessieren,
mit welcher Wahrscheinlichkeit das Alter, das durch die mittle-
re Lebenserwartung in Aussicht gestellt wird, erreicht werden
kann. Eine Antwort findet sich durch die Berechnung der be-
treffenden Uberlebenswahrscheinlichkeit.

Eine Sterbetafel kann auch helfen, das durch vorzeitigen Tod
(Unfall, Suizid etc.) verursachte Defizit an Lebenszeit zu quan-
tifizieren. Die verlorenen Lebensjahre kdnnen mit der ferneren
mittleren Lebensdauer oder der mittleren Lebenserwartung
geschétzt werden. Zum Beispiel hétte eine bei einem Unfall im
Alter von 20 Jahren zu Tode gekommene mannliche Person
noch eine durchschnittliche Lebenserwartung von 55,4 Le-
bensjahren gehabt (Bayerische Sterbetafel 1996/98).

Die bayerische Sterbetafel 1996/98 erfilllt zwei wichtige For-
derungen: zum einen liegt ihr ein geeigneter Beobachtungs-
zeitraum' zugrunde und zum andern ist die Ausgleichsrech-
nung zufriedenstellend. A propos Ausgleichung: Vor mehr als
einem halben Jahrhundert wiinschte man schon, die ganze
Sterbetafel vom Alter 0 bis 100 nach derselben Methode aus-
gleichen zu konnen (siehe Schweizerische Volkssterbetafeln
1931/41 und 1939/44 S. 78* [2]). Heutzutage ist uns dies
dank der Spline-Funktionen méglich.?

Damit war die Mdglichkeit einer Berechnung von Kommu-
tationszahlen und Barwerten im Zeitvergleich gegeben. Ub-
licherweise wurden bisher derartige Berechnungen nur auf
Bundesebene vorgenommen. Da an unser Amt immer wie-
der Anfragen nach solchen Angaben fiir Leibrentenvertrage
gerichtet wurden, entschloss man sich fiir eine probeweise
Berechnung der genannten Daten. Die Rechenergebnisse ent-
sprachen den Erwartungen, dass aktuellere Barwerte ihrem
Wert nach hoher ausfallen missten. Dies bedeutet, dass neu
abzuschlieBende Kaufgeschéfte mit einer niedrigeren Leibren-
te auszustatten wéren. Nun stellte sich die Frage nach der wei-
teren Verwertung der gewonnenen Daten: ,intra muros“ oder
~Eprouvette“3? Die Tabelle (S. 11) zeigt fiir die Altersjahre 0
bis 100 die berechneten Daten fiir den Zinssatz 3%.

1 Nicht nur bei Indexberechnungen muss ein passendes Basisjahr ausgewahit
werden.

2 Die Nulljahrigen sind als Sonderfall nicht in die Gléttung einzubeziehen.

3 Nicht 6ffentlich oder ein Proberdhrchen.
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Kommutationszahlen und Versicherungsbarwerte wurden
schon vor mehr als zweihundert Jahren berechnet, um Leib-
renten richtig zu bewerten. In Deutschland war auf diesem Ge-
biet Johann Nicolaus Tetens (1736 - 1807) Wegbereiter. Er
verdffentlichte 1785/86 ein zweibédndiges Werk mit dem Titel
Einleitung zur Berechnung der Leibrenten und Anwartschaften
die vom Leben und Tode einer oder mehrerer Personen ab-
hangen mit Tabellen zum practischen Gebrauch. Bekannter
sind seine philosophischen Schriften, die neben denen von
Leonhard Euler, den Kritizismus des vor 200 Jahren verstor-
benen Immanuel Kant beeinflussten.

Uber Lorenzo Tonti (um 1630 - 1695) wurde berichtet, dass
er im Jahr 1653 Kardinal Mazarin zur Sanierung der Staats-
finanzen Frankreichs eine Anleihe vorschlug, die spater als
JJonting“ bekannt wurde. Dabei handelte es sich um eine Art
Leibrente.

Erste Ansatze fiir die Bewertung von Leibrenten unter Beriick-
sichtigung der Sterblichkeit und des Zinssatzes finden sich
bei Johan de Witt (1625 - 1672). Im Jahr 1671 erschien sei-
ne Abhandlung Waerdye van Lyf-Renten (s. S. 143). Die ge-
rechte Berechnung der Renten ist nicht erst ein Anliegen un-
serer Zeit.

Ergadnzende finanzielle Altersvorsorge

In Deutschland beruht die gesetzliche Rentenversicherung
auf dem sogenannten Umlageverfahren; das bedeutet: die er-
werbstétige Generation kommt fiir die Rente der Ruhestdnd-
ler auf (,Generationenvertrag®). In seinem in der FA.Z. vom 1.
November 2003 abgedruckten Beitrag Der diinne Ast der Al-
tersvorsorge erwahnt der Autor Thomas Apolte, dass Paul Sa-
muelson 1958 in einem Aufsatz bemerkte, dass die Renten
der ersten Rentnergeneration wie ,Manna vom Himmel* fie-
len. Ende des Zitats. Heute besteht eine Begiinstigung fiir die
vorzeitigen Rentenbezieher dadurch, dass die Lebensarbeits-
zeit auBen vor bleibt.

Durch die hohere Lebenserwartung und die geringe Geburten-
rate verschiebt sich das Verhéltnis zwischen Jung und Alt je-
doch zunehmend. Es soll dahingestellt bleiben, welche Pro-
bleme sich ergeben wiirden, wenn die Geburten zwar héher
ausfielen, dafiir aber fiir die nachwachsende Generation nur
geringe Chancen auf Beschéftigung gegeben waren.

Weiter steigende Lebenserwartung? Manchmal méchte man
fast geneigt sein, dass es sich mit den Annahmen iber eine

weiter ansteigende mittlere Lebenserwartung fast dhnlich ver-
héilt wie in Ubertreibungsphasen an den Borsen: man glaubt den
gerade bestehenden Trend fortschreiben zu kdnnen. Es sei an
die Situation in den 70er Jahren des vorhergehenden Jahrhun-
derts erinnert, wo unterschiedliche Auffassungen iber die wei-
tere Entwicklung der Lebenserwartung bestanden. Heute kann
man fragen, wie sich zum Beispiel die Erndhrungsgewohnheiten
auf die kiinftige Lebenserwartung auswirken werden.

Der Umbau der sozialen Sicherungssysteme — wirtschaftlich
notwendig und politisch angestrebt — erfordert mehr private
Vorsorge vom Einzelnen. Den erfreulichen Aussichten auf ein
langeres Leben stehen komplexe Finanzierungsfragen gegen-
iiber. Hohere Lebenserwartung und steigende Gesundheits-
kosten erfordern im Alter einen nicht unerheblichen Kapital-
stock. Den erfreulichen Aussichten auf ein ldngeres Leben
stehen damit komplexe Finanzierungsfragen gegeniiber.

Leider gibt es kein Patentrezept fiir eine passende Altersver-
sorgung. Am Beginn des neuen Jahrtausends kam es auf in-
ternationaler Ebene zu einer heftigen Borsenkorrekiur. Dabei
spielten mehrere Ereignisse zusammen: Spekulationsblase,
Betriigereien Kapital sammelnder Institutionen und ein un-
professionelles Verhalten der institutionellen Anleger. Dann
bewegte sich die Borse zwischen Deflations- und Inflations-
angst. Diese Geschehnisse machen die Auswahl geeigneter
VorsorgemaBnahmen fiir den letzten Lebensabschnitt nicht
ganz leicht. Ein Problem b ei der Bewertung privater Finanzan-
gelegenheiten sind Rechentechnik und Zinsfaktoren.

In der FA.Z. vom 13.6.2003 war zu lesen, dass die Deutschen
erhebliche Wissensliicken haben, wenn es um Themen wie
private Vorsorge oder Geldanlage geht. Dass die Deutschen
sich zu wenig um die private Altersvorsorge kimmern, zeigte
eine Repradsentativbefragung, die vom Forschungsinstitut NFO
Infratest im Auftrag der Commerzbank durchgefiihrt wurde. In
ihrer Ausgabe vom 12. November 2003 versah die FA.Z. ei-
nen Beitrag mit der Uberschrift Um die finanzielle Allgemein-
bildung ist es schlecht bestellt. Im Friihjahr 2004 brachte die
Bertelsmann-Stiftung eine Studie heraus mit dem drastischen
Titel Finanzieller Analphabetismus in Deutschland.

Wenn auch die Existenz eines Kapitalmarkts unentbehrlich ist,
so ist ihm doch eigen, dass er der sensibelste oder — wenn
man will — der volatilste Markt der Welt ist. Krisen an den Fi-
nanzmérkten treten immer wieder in der einen oder anderen
Form in Erscheinung — Krise und Katharsis sind ein bekanntes
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Phanomen. Bei der Vorsorge fiir das Alter sollte noch immer
eine alte Regel gelten: Breit streuen wie der Bauer den Mist.
Schon der Talmud spricht sich fir die Diversifikation aus: ein
Drittel in Geschéfte, ein Drittel in Land und ein Drittel in Geld.
Heute bevorzugt man die moderne Portfoliotheorie und glaubt,
mit etwas Mathematik konne man sich gegen Risiken absi-
chern. Alain Connes bemerkte in seinem Aufsatz Scheinwerfer
auf die Realitét in der FA.Z. vom 26. Februar 2000 (deutsche
Bearb. von Jochen Briining): ,, ... ist es selbst fiir Fachleu-
te Uiberraschend, dass komplizierte stochastische Differential-
gleichungen die Finanzmérkte bewegen ...*

Voltaire (1694 - 1778) wusste ,Es ist leichter, iber Geld zu
schreiben, als Geld zu machen.” Er erhiglt eine konigliche Pen-
sion und begriindete durch Finanzspekulationen seine Unab-
hdngigkeit. Friedrich dem GroBen soll er bei Devisengeschéf-
ten zur Seite gestanden haben.

Zu Geldgeschdften auBerte sich Cicero (106 - 43 v.Chr) in
seiner Schrift Vom pflichtgemédBen Handeln (De off. Il 24,87)
folgendermaBen [4]: ,Aber iber diesen ganzen Bereich, iber
den Erwerb, die Anlage von Geld — ich wollte auch iber sei-
ne Verwendung! —, wird vielleicht treffender von manchen her-
vorragenden Leuten, die beim mittleren Janusbogen sitzen, als
von irgendwelchen Philosophen in irgendeiner Schule eine Er-
orterung gefiihrt werden.*

Nicht schlecht beraten ist man mit einem Ausspruch von Pla-
ton: ,Besser sterbend den Gegnern etwas hinterlassen als le-
bend die Freunde anbetteln.”

Leibrente - eine altersunabhéngige Alternative

Unter ,Leibrente“ wird eine Rente verstanden, bei der die An-
zahl der Zahlungsleistungen dadurch begrenzt ist, dass die
Zahlungen beim Eintritt eines bestimmten Ereignisses (meist
der Tod des Rentenempféngers) eingestellt werden.

Von der rechtlichen Seite her steht der Begriff Leibrente im
Zusammenhang mit verschiedenen Rechtsgebieten, zum Bei-
spiel mit dem Zivilrecht und dem Familienrecht.

Lebenserwartung und Leibrente — eine Alliteration? In be-
stimmten Féllen konnen Kaufgeschéfte auf Leibrentenbasis
Bestandteil einer Vorsorge fiir das Alter sein. Ein Immobilien-
geschéft auf Rentenbasis kann fiir den Kéufer und Verkdufer
gleichermafen attraktiv sein — eine erstrangige Absicherung
(Eintragung im Grundbuch) vorausgesetzt. Die mdglichen

Auswirkungen der demographischen Entwicklung auf die Im-
mobilienmérkte sollen hier auBer Betracht bleiben. Keine Ein-
lassung auch auf den Unterschied zwischen Wert und Preis
einer Immobilie.

Immer wieder erreichen unser Amt Anfragen, die sich auf die
noch zu erwartende Lebenszeit einer Person eines bestimmten
Alters und/oder auf die Hohe einer Leibrente beim Kauf oder
Verkauf eines Hauses beziehen. Hierbei greift man auf Bun-
desergebnisse zuriick. Einschldgige Tabellen stehen fiir die-
se Zwecke zur Verfligung. Allerdings beruhen die Daten auf
der Grundlage der letzten ,Allgemeinen Sterbetafel 1986/88
und liegen damit mehr als 15 Jahre zuriick (siehe Allgemei-
ne Sterbetafel fiir die Bundesrepublik Deutschland. Gebiets-
stand vor dem 3.10.1990, Fachserie 1, Reihe 1. S. 2, S. 32
ff. und S. 52 ff.).

Da das Sterbealter eines Menschen unbekannt ist, muss man
sich auf Wahrscheinlichkeiten stiitzen. Dabei ist eine Uberle-
benden-Tafel sehr hilfreich. Nach der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie ist die Dauer eines menschlichen Lebens ein Zufallsereig-
nis ebenso wie das Ziehen einer Karte aus einem Kartenspiel.
Nach Laplace sind die wichtigsten Fragen im Leben zum groB-
ten Teil nur Probleme der Abschétzung von Wahrscheinlich-
keiten. Filr eine angemessene Bewertung der Leibrenten steht
die Zinseszinsrechnung zur Verfligung.

In gewisser Weise haben Leibrentenvertrdge mit bestimmten
Versicherungsvertragen etwas gemeinsam. Ein Anwendungs-
gebiet der Zinseszinsrechnung sind die verschiedenen Formen
der Lebensversicherung. Bei diesen unterscheidet man u.a.
eine Versicherung auf den Todes- und Erlebensfall, eine In-
validen- und Altersversicherung oder Sparrentenversicherung.
Zwischen den Zahlungen der Versicherungsnehmer und den
Leistungen einer Versicherungsanstalt muss Gleichwertigkeit
bestehen, soll der Vertrag fiir keinen der Beteiligten zum Nach-
teil werden. Selbstversténdlich kann dies nur fir die Gesamt-
heit der Versicherungsnehmer gelten, nicht fiir einen einzel-
nen. Fir die Einhaltung des Gleichwertigkeitsprinzips bedarf
es neben der Zinseszins- und Rentenrechnung u.a. bevélke-
rungsstatistischer Annahmen.

Zur Ermittlung der Risikoprdmie dienen Statistiken. Fiir eine
Lebensversicherung ist eine hervorragende Schadenstatistik
eine Volkssterbetafel (allgemeine Sterbetafel wie sie bisher je-
weils nach einer Volkszéhlung erstellt wurde; im Unterschied
zu einer Versicherten-Sterbetafel). Selbstversténdlich benotigt
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man dazu ein aktuelles Datenmaterial. Wenngleich der Schlei-
er vor der Zukunft nicht geliiftet werden kann, so sollen Le-
bensversicherer anstreben, die ungewisse Zukunft in kalku-
lierbare Bahnen zu lenken. Eine Sterbetafel muss auf sicheren
Daten beruhen. Sie darf nicht gebraucht werden wie ein Be-
trunkener eine StraBenlaterne benutzt — mehr zur Unterstiit-
zung als zur Erleuchtung (in Anlehnung an Lothar Sachs: Sta-
tistische Methoden, 1970).

Nur fir Spielbanken und Lotterien gilt, dass sie fir die ange-
botene Leistung ein vorausbestimmbares Einkommen erzie-
len. Sie profitieren von der Tatsache, dass iiber den Ausgang
eines Zufallsexperiments, das hdufig wiederholt wird, eine fast
sichere Vorhersage maglich ist.

Eine Bank mag sich darauf verlassen kénnen, dass es aus-
reicht, einen gewissen Prozentanteil ihrer Gelder fliissig zu hal-
ten. Aufgrund ihrer bisherigen Erfahrungen wird sie annehmen
kénnen, dass nicht alle Kunden gleichzeitig ihre Gelder abzie-
hen werden.

Ohne iiber den Begriff Risiko spintisieren zu wollen, I&sst sich
nicht abstreiten, dass Risiken im Allgemeinen schwer kalku-
lierbar sind und die Risikomodelle Schwachen zeigen. Das
Vertrauen auf Risikomodelle kann sogar das Finanzsystem
destabilisieren. Nach dem Zusammenbruch des Hedge fund
LTCM im Jahr 1998 stellte sich die Frage: ,Wie konnte der
versammelte Sachverstand von Finanzmathematik und erfah-
renen Héndlern die Risiken so falsch einschétzen?* (FA.Z.
vom 30.09.1998).

Die wirtschaftliche Bedeutung der Versicherer braucht nicht
eigens hervorgehoben zu werden. Die Lebensversicherungs-
wirtschaft gilt insbesondere als Kapitalsammelbecken, da sie
eine der wichtigsten Formen privater Altersversorgung mit
entsprechenden Sparvorgéangen darstellt. Die Kapitalmarktent-
wicklung in den vergangenen Jahren macht es allerdings den
Versicherern nicht leicht, die versprochene Verzinsung zu er-
wirtschaften. Der kiinftige Wegfall des Steuerprivilegs wird die
Lebensversicherer herausfordern.

Aktuelle Versicherungsbarwerte wiinschenswert

Die steigende Lebenserwartung fiihrt zu einer zeitlich ldnger
anhaltenden Zahlungsverpflichtung. Deshalb miissten wegen
der hoheren Lebenserwartung neu zu vereinbarende Renten-
zahlungen niedriger ausfallen. Die dazu erforderlichen Unter-

lagen stehen aber leider derzeit und auch nicht in absehbarer
Zeit zur Verfiigung. Fur die Leibrentengeschéfte sind Versiche-
rungsbarwerte nétig. Man gewinnt sie anhand der Absterbeord-
nung einer Sterbetafel, die der GroBe ,Uberlebende im Alter x*
entspricht. Die vom Statistischen Bundesamt publizierten soge-
nannten abgekiirzten Sterbetafeln enden mit dem Lebensalter
90 Jahre und sind zudem nicht ausgeglichen; kiinftig ist aller-
dings eine Ausdehnung bis zum 100. Altersjahr vorgesehen.

Fir Bayern liegt eine Sterbetafel fiir 1996/98 vor, die den glei-
chen Aufbau hat wie die Allgemeine Sterbetafel 1986/88 [1].
Damit war die Mdglichkeit gegeben, relativ zeitnahe Kommu-
tationszahlen zu berechnen, die sich allerdings nur auf Bayern
beziehen. Hierbei kam es vor allem auf den zeitlichen Vergleich
an. Derartige Ergebnisse wurden jetzt erstmals fiir Bayern zu-
sammengestellt.

Kommutation bedeutet nach Duden: Veranderung, Vertau-
schung. Das lateinische Wort commutatio heif3t Verdnderung,
Umschlag, Wechsel. Die Ergebnisse dieser behelfsméaBigen
Berechnungen weist die Tabelle (S. 11/12) aus. Die Ubersicht
(S. 13) gibt die notigsten Erlduterungen und ein Beispiel fiir
die Anwendung. Es braucht nicht eigens erwahnt zu werden,
dass die dort beschriebene Diskontierung in das Gebiet der
Zinseszinsrechnung fallt im Unterschied zur kaufmannischen
Diskontierung, die nur mit einfachen Zinsen rechnet. Die Sum-
ma von Pacioli aus dem Jahr 1494 beinhaltet (ibrigens bereits
auch Abschnitte iiber die kaufmannische Arithmetik, darunter
Zins- und Diskontrechnung.

Exkurs: Barwert
Dem Begriff Barwert begegnet man in verschiedenen Berei-
chen (zum Beispiel: kaufménnische Diskontierung, ewige
Rente, Rentenrechnung, Sterbetafel und bei der Bewertung
von Leibrenten).

Im Rahmen der Rentenrechnung versteht man unter Barwert
folgendes: Der Barwert gibt an, durch welche Sofortleistung
(Zeitwert, Ablosungswert) die gesamten, noch fdlligen Zah-
lungen einer Rente abgeldst werden kdnnen.

Die Gewinnung der auf einer Sterbetafel basierenden Versiche-
rungsbarwerte zeigt die Ubersicht.

Die nachfolgend beschriebene Diskontierung wird zum Bei-
spiel im Versicherungswesen gebraucht. Bestimmte Ausdrii-
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Kommutationszahlen und Versicherungsbarwerte einer lebenslanglich, jahrlich vorschiissig zahlbaren Rente nach den bayerischen
Sterbetafeln 1986/88 und 1996/98 — Zinssatz 3% —

1986/88 1996/98
Mannliche Personen Weibliche Personen Mannliche Personen Weibliche Personen

] oo [ e [as | [ oo ] ve [a9 o @ [ oo vo a9 ] b2 [ Do [ no [ a0

0 100000 100000 2969429 29,69 100000 100000 3057228 30,57 0 100000 100000 3008146 30,08 100000 100000 3083159 30,83

1 99170 96282 2869429 29,80 99354 96460 2957228 30,66 199525 96626 2908146 30,10 99602 96701 2983159 30,85

299099 93410 2773147 29,69 99296 93596 2860768 30,57 2 99489 93778 2811520 29,98 99570 93854 2886458 30,75

399050 90645 2679737 29,56 99264 90841 2767172 30,46 3 99464 91024 2717742 29,86 99547 91100 2792604 30,65

4 99009 87968 2589092 29,43 99238 88172 2676331 30,35 4 99446 88356 2626718 29,73 99530 88431 2701504 30,55

5 98974 85376 2501124 29,30 99218 85586 2588159 30,24 5 99430 85769 2538362 29,60 99518 85845 2613073 3044

6 98944 82864 2415748 29,15 99200 83078 2502573 30,12 6 99415 83259 2452592 29,46 99508 83336 2527228 30,33

7 98918 80429 2332884 29,01 99184 80646 2419495 30,00 7 99400 80821 2369334 29,32 99498 80901 2443892 30,21

8 98894 78068 2252455 28,85 99171 78287 2338849 29,88 8 99386 78456 2288513 29,17 99489 78538 2362991 30,09

9 98870 75776 2174387 28,70 99159 75997 2260562 29,75 9 99374 76162 2210056 29,02 99480 76243 2284453 29,96
10 98848 73552 2098611 28,53 99149 73776 2184565 29,61 10 99362 73935 2133894 28,86 99472 74017 2208210 29,83
11 98828 71395 2025059 28,36 99138 71619 2110789 29,47 1199351 71773 2059960 28,70 99463 71854 2134194 29,70
12 98809 69303 1953664 28,19 99126 69525 2039170 29,33 12 99338 69674 1988186 28,54 99453 69754 2062339 29,57
13 98789 67271 1884361 28,01 99112 67490 1969645 29,18 13 99322 67633 1918513 28,37 99441 67714 1992585 29,43
14 98766 65296 1817091 27,83 99096 65514 1902154 29,03 14 99303 65651 1850879 28,19 99427 65733 1924871 29,28
15 98734 63374 1751795 27,64 99077 63594 1836640 28,88 15 99278 63723 1785228 28,02 99410 63808 1859138 29,14
16 98685 61497 1688421 27,46 99053 61727 1773046 28,72 16 99242 61844 1721506 27,84 99389 61936 1795330 28,99
17 98610 59661 1626924 27,27 99024 59911 1711320 28,56 17 99187 60010 1659661 27,66 99364 60117 1733394 28,83
18 98509 57864 1567263 27,09 98989 58146 1651409 28,40 18 99110 58217 1599652 27,48 99334 58348 1673277 28,68
19 98388 56109 1509399 26,90 98950 56430 1593263 28,23 19 99011 56465 1541435 27,30 99300 56629 1614929 28,52
20 98258 54403 1453290 26,71 98910 54764 1536833 28,06 20 98899 54758 1484970 27,12 99263 54960 1558300 28,35
2198129 52749 1398887 26,52 98869 53147 1482069 27,89 21 98783 53101 1430212 26,93 99226 53339 1503340 28,18
22 98005 51148 1346138 26,32 98828 51578 1428922 27,70 22 98672 51496 1377112 26,74 99190 51767 1450001 28,01
23 97886 49598 1294990 26,11 98789 50056 1377345 27,52 23 98570 49945 1325615 26,54 99155 50241 1398235 27,83
24 97771 48097 1245392 2589 98751 48579 1327289 27,32 24 98477 48444 1275671 26,33 99121 48761 1347994 27,64
25 97661 46643 1197295 2567 98713 47146 1278710 27,12 25 98390 46992 1227227 26,12 99087 47325 1299233 27,45
26 97555 45236 1150651 2544 98676 45756 1231564 26,92 26 98305 45584 1180235 25,89 99053 45930 1251908 27,26
27 97452 43872 1105416 2520 98639 44406 1185809 26,70 27 98219 44217 1134651 25,66 99019 44577 1205978 27,05
28 97351 42550 1061544 24,95 98601 43096 1141403 26,48 28 98133 42892 1090434 2542 98984 43264 1161401 26,84
29 97250 41268 1018994 24,69 98560 41824 1098306 26,26 29 98047 41606 1047543 25,18 98949 41989 1118137 26,63
30 97147 40023 977726 24,43 98516 40587 1056483 26,03 30 97960 40358 1005937 24,93 98914 40751 1076149 2641
31 97039 38814 937703 24,16 98469 39386 1015895 25,79 31 97871 39147 965579 24,67 98878 39550 1035397 26,18
32 96924 37639 898889 23,88 98418 38219 976509 25,55 32 97779 37971 926431 24,40 98839 38383 995847 25,95
33 96802 36497 861250 23,60 98363 37085 938290 25,30 33 97685 36830 888460 24,12 98796 37249 957464 25,70
34 96675 35387 824753 23,31 98305 35984 901204 25,04 34 97585 35720 851630 23,84 98749 36147 920216 2546
35 96542 34309 789365 23,01 98243 34914 865220 24,78 35 97476 34641 815910 23,55 98696 35075 884069 2521
36 96399 33261 755056 22,70 98174 33873 830306 24,51 36 97356 33591 781269 23,26 98636 34033 848994 24,95
37 96246 32241 721795 22,39 98096 32860 796433 24,24 37 97226 32569 747678 22,96 98570 33019 814962 24,68
38 96079 31247 689554 22,07 98010 31875 763573 23,95 38 97083 31574 715109 22,65 98497 32034 781942 2441
39 95895 30279 658307 21,74 97914 30917 731697 23,67 39 96928 30605 683535 22,33 98416 31075 749909 24,13
40 95694 29336 628028 21,41 97809 29984 700781 23,37 40 96756 29661 652929 22,01 98326 30143 718833 23,85
41 95476 28416 598692 21,07 97693 29076 670797 23,07 41 96565 28740 623268 21,69 98227 29235 688691 23,56
42 95240 27520 570276 20,72 97565 28192 641720 22,76 42 96353 27842 594528 21,35 98117 28352 659456 23,26
43 94983 26647 542755 20,37 97424 27332 613528 22,45 43 96119 26966 566686 21,02 97995 27492 631104 22,96
44 94702 25794 516108 20,01 97269 26493 586196 22,13 44 95862 26110 539720 20,67 97861 26655 603612 22,65
45 94392 24961 490314 19,64 97101 25677 559703 21,80 45 95583 25276 513610 20,32 97712 25839 576958 22,33
46 94052 24147 465353 19,27 96918 24882 534026 21,46 46 95280 24462 488334 19,96 97548 25044 551119 22,01
47 93680 23351 441207 18,89 96721 24109 509143 21,12 47 94951 23667 463872 19,60 97368 24270 526075 21,68
48 93272 22572 417856 18,51 96508 23355 485035 20,77 48 94596 22892 440205 19,23 97170 23515 501805 21,34
49 92824 21809 395285 18,12 96277 22620 461680 20,41 49 94209 22134 417313 18,85 96953 22779 478290 21,00
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Noch: Kommutationszahlen und Versicherungsbarwerte einer lebenslénglich, jéhrlich vorschiissig zahlbaren Rente nach den bayerischen
Sterbetafeln 1986/88 und 1996/98 - Zinssatz 3% -

1986/88 1996/98
Mannliche Personen Weibliche Personen Mannliche Personen Weibliche Personen

] b [po | ne Jas [ e [ pa | ne [a9 o] @ [ pa | N [as ] w2 [ Do | Ne [ as
50 92331 21061 373476 17,73 96028 21905 439060 20,04 50 93786 21393 395178 18,47 96717 22062 455511 20,65
51 91786 20327 352414 17,34 95759 21207 417155 19,67 51 93322 20667 373785 18,09 96461 21363 433449 20,29
52 91186 19606 332087 16,94 95468 20527 395948 19,29 52 92813 19956 353118 17,69 96183 20681 412086 19,93
53 90526 18897 312481 16,54 95152 19863 375421 18,90 53 92257 19259 333162 17,30 95883 20016 391406 19,56
54 89802 18200 293583 16,13 94808 19215 355558 18,50 54 91652 18575 313903 16,90 95561 19367 371390 19,18
55 89010 17514 275383 1572 94433 18581 336343 18,10 55 90995 17905 295328 16,49 95216 18735 352023 18,79
56 88145 16839 257869 1531 94022 17962 317762 17,69 56 90283 17247 277423 16,09 94847 18119 333287 18,39
57 87204 16174 241030 14,90 93574 17355 299801 17,27 57 89510 16602 260176 1567 94451 17518 315168 17,99
58 86183 15519 224856 14,49 93085 16762 282445 16,85 58 88671 15967 243574 1525 94027 16931 297650 17,58
59 85079 14874 209337 14,07 92551 16180 265683 16,42 59 87759 15342 227607 14,84 93571 16359 280719 17,16
60 83890 14239 194463 13,66 91967 15610 249503 1598 60 86766 14727 212265 14,41 93080 15799 264360 16,73
61 82612 13614 180224 1324 91328 15050 233893 1554 61 85683 14120 197538 13,99 92549 15251 248561 16,30
62 81242 12998 166611 12,82 90628 14500 218843 15,09 62 84501 13519 183418 13,57 91972 14715 233310 15,86
63 79775 12391 153613 12,40 89862 13958 204344 1464 63 83214 12926 169899 13,14 91345 14189 218596 1541
64 78203 11793 141222 1197 89024 13425 190386 14,18 64 81815 12338 156973 12,72 90661 13672 204407 14,95
65 76519 11203 129428 11,55 88108 12900 176960 13,72 65 80300 11757 144635 12,30 89913 13164 190735 14,49
66 74715 10621 118225 11,13 87107 12382 164060 13,25 66 78664 11182 132878 11,88 89094 12665 177570 14,02
67 72785 10045 107604 10,71 86013 11871 151678 12,78 67 76906 10614 121696 11,47 88195 12172 164906 13,55
68 70722 9476 97559 10,30 84816 11364 139807 12,30 68 75023 10052 111082 11,05 87206 11685 152734 13,07
69 68520 8914 88083 9,88 83504 10863 128443 11,82 69 73013 9498 101030 10,64 86115 11202 141050 12,59
70 66173 8357 79170 9,47 82061 10364 117580 11,34 70 70875 8951 91532 10,23 84910 10724 129847 12,11
71 63676 7808 70812 9,07 80469 9867 107216 10,87 71 68606 8412 82581 9,82 83576 10248 119123 11,62
72 61025 7265 63004 8,67 78708 9370 97349 10,39 72 66202 7881 74168 9,41 82098 9774 108875 11,14
73 58220 6729 55739 8,28 76759 8872 87979 9,92 73 63660 7358 66287 9,01 80458 9299 99102 10,66
74 55264 6201 49010 7,90 74603 8371 79107 9,45 74 60977 6842 58929 8,61 78638 8824 89802 10,18
75 52165 5683 42809 7,53 72221 7868 70736 8,99 75 58153 6335 52087 822 76621 8347 80978 9,70
76 48936 5176 37126 7,17 69598 7362 62868 8,54 76 55190 5838 45751 7,84 74388 7868 72631 9,23
77 45594 4682 31950 6,82 66723 6852 55506 8,10 77 52093 5350 39914 7,46 71924 7386 64763 8,77
78 42161 4203 27268 6,49 63591 6340 48654 7,67 78 48869 4872 34564 7,09 69213 6901 57377 8,31
79 38665 3743 23064 6,16 60204 5828 42314 7,26 79 45532 4407 29692 6,74 66246 6412 50476 7,87
80 35139 3302 19322 585 56572 5316 36487 6,86 80 42100 3956 25285 6,39 63017 5922 44064 7,44
81 31620 2885 16019 555 52716 4810 31170 6,48 81 38597 3522 21328 6,06 59528 5431 38141 7,02
82 28149 2494 13134 527 48667 4311 26361 6,11 82 35053 3105 17807 573 55788 4942 32710 6,62
83 24768 2130 10641 5,00 44467 3824 22050 5,77 83 31504 2709 14702 543 51819 4457 27768 6,23
84 21519 1797 8511 4,74 40168 3354 18225 543 84 27990 2337 11992 513 47651 3979 23312 5,86
85 18443 1495 6714 4,49 35831 2905 14871 5,12 85 24556 1991 9655 4,85 43328 3512 19333 5,50
86 15575 1226 5219 426 31525 2481 11967 4,82 86 21248 1672 7664 458 38905 3062 15821 517
87 12946 989 3993 4,04 27322 2088 9486 4,54 87 18110 1384 5992 4,33 34448 2632 12759 4,85
88 10578 785 3004 3,83 23294 1728 7398 4,28 88 15184 1126 4608 4,09 30032 2228 10126 4,55
89 8486 611 2219 3,63 19509 1405 5670 4,03 89 12506 901 3482 3,87 25736 1854 7898 4,26
90 6675 467 1608 3,44 16027 1121 4265 3,81 9 10103 706 2581 3,65 21641 1513 6045 3,99
9 5140 349 1141 3,27 12896 876 3144 3,59 91 7994 543 1875 345 17822 1210 4531 3,75
92 3870 255 792 311 10147 669 2268 3,39 92 6185 408 1332 327 14346 946 3321 3,51
93 2844 182 537 2,95 7796 499 1599 3,21 93 4672 299 924 3,09 11263 721 2376 3,30
94 2037 127 355 2,80 5838 363 1101 3,03 94 3439 214 625 2,93 8606 535 1655 3,10
95 1419 86 228 2,67 4255 257 738 2,87 95 2462 149 42 2,77 6385 385 1120 2,91
96 960 56 143 2,54 3013 176 481 2,73 96 1710 100 263 2,63 4588 269 735 2,74
97 629 36 87 242 2069 118 305 2,59 97 1150 65 163 2,49 3186 181 467 2,58
98 399 22 51 2,31 1376 76 187 2,46 98 747 41 98 2,37 2131 118 285 2,43
99 244 13 29 220 885 47 11 234 99 468 25 56 2,25 1369 73 168 2,29

100 144 7 16 2,10 549 29 64 223 100 281 15 31 214 841 44 94 2,16

1 Vollendetes Alter x.

2 Uberlebende im Alter x.

3 Diskontierte Zahl der Lebenden des Alters x

4 Summe der diskontierten Zahlen der Lebenden.

5 &= Nx/ va Barwert der sofort beginnenden und lebenslanglich, jahrlich vorschiissig zahlbaren Leibrente , 1" fir eine x-jdhrige Person (lebenslangliche Leibrente).
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Kommutationszahlen und Versicherungsbarwerte

Grundlage fiir die Berechnung von Versicherungsbarwerten ist die Spalte ,Uberlebende im Alter x* (I,) einer Sterbetafel.
Mit diesen Daten werden fiir einen bestimmten Zinssatz (hier 3%) sogenannte Kommutationszahlen (D, und Ny) errech-
net. Diese dienen zur Berechnung des Barwerts & = D—i Hier wurde nur der Barwert einer sofort beginnenden und le-
benslénglich, jéhrlich vorschiissig zahlbaren Leibrente ,1“ fiir eine x-jéhrige Person (lebensléngliche Leibrente) betrach-
tet. Man nennt D, die diskontierte Zahl der Lebenden des Alters x. Es ist Dy = I - V¥, N¢ = X D, = Dy + Dys1 + Dyso +
..+ Dpundv = ﬁ der Diskontierungsfaktor zum Zinssatz (ZinsfuB) i = %]. ’

Mit x wird das vollendete Alter bezeichnet. Der Abzinsungsfaktor v* berechnet sich aus A+ -

o bedeutet das hochste in der Sterbetafel von den Uberlebenden erreichbare Alter (o> 0, lw+1 = 0); fir 1986/88 Man-
ner 107 und Frauen 109 Jahre und fir 1996/98 Ménner 108 und Frauen 109 Jahre.

Ein Rechenbeispiel soll die Verwendung des Versicherungsbarwerts bei einem Kaufgeschaft auf der Basis einer Leibren-
te veranschaulichen: Eine 75-jahrige Frau will ihr Haus fiir 250 000 Euro verkaufen. Dafiir mdchte sie eine lebensléng-
lich, jahrlich vorschiissig zahlbare Leibrente erhalten. Gefragt wird nach dem Betrag der Rente bei einer Verzinsung des
Kaufpreises von 3%. Der hier interessierende Barwert auf der Basis der Sterbetafel 1996/98 betrdgt 9,70. Der Renten-
betrag oder Wert der Leibrente ist der Quotient aus Kaufpreis (250 000 Euro) und Barwert (9,70), also 25 773,20 Euro.
Zum Vergleich der auf der Grundlage der bayerischen Sterbetafel 1986/88 berechnete Wert einer Leibrente: Diese be-
lauft sich auf 27 808,68 Euro (250 000/ 8,99).

Kommutationszahlen und Versicherungsbarwerte konnen auch fiir die Toten (Spalte dx einer Sterbetafel) berechnet werden.

C, stiinde dann fiir die diskontierte Zahl der Toten und M fiir 2>C,. Diese kdnnen fiir die Pramienberechnung aller Arten
von Todesfallversicherungen herangezogen werden. Eine Kombination der GréBen My und N ermdglicht die Festsetzung

von Prémien fiir Lebensversicherungen.

cke gleichen den aus einer Sterbetafel abgeleiteten Versiche-
rungsbarwerten. Die Zinseszinsformel setzt sich bekanntlich
aus vier GroBen zusammen, von denen jeweils drei gegeben
sein missen: b, = b, - g", Anfangswert b,, Endbetrag b,, An-
zahl der Zinsabschnitte n, Zinssatz p, Zinsfaktor q = 1+mp0 :
Die Aufldsung nach by = g— = by Jliefert den sogenannten
Barwert (diskontierten Wert) einer Summe, das ist jener Be-
trag, den sie zur Zeit der Berechnung haben miisste, um samt
Zinseszinsen nach n Jahren den Wert b, zu erhalten. Statt
%schreibt man auch v =% und nennt v den Diskontierungsfak-
tor oder Abzinsungsfaktor.

Damit wird by = b, - .= by~ v". Die GroBe v ist der Barwert
eines in n Jahren félligen Betrages von ,1°¢.

Die kaufmdnnische Diskontierung rechnet dagegen nur mit
einfachen Zinsen. Mit Barwert kann auch Ertragswert gemeint
sein; das ist die Umrechnung (Diskontierung) laufender Ertré-
ge auf den gegenwdrtigen Kapitalwert (Ertragswert).

Derzeit vereinbarte Leibrenten zu hoch

Es zeigte sich in der Tat, dass die anhand der bayerischen
Sterbetafel 1996/98 berechneten Barwerte hoher ausfallen als
jene, die auf der Sterbetafel 1986/88 basieren. Dies bedeutet,
dass neu abzuschlieBende Vertrage niedrigere Leibrentenbe-
trdge beinhalten miissten. Nur beim weiblichen Geschlecht fiel
auf, dass ab dem Altersjahr 97 die Barwerte fiir 1996/98 ge-
ringfiigig unter denen fiir 1986/88 liegen.

Veriffentlichung der probeweise ermittelten Barwerte

Nun stellte sich die Frage, ob die berechneten Versicherungs-
barwerte verdffentlicht werden sollen. Selbst wenn die Daten
nur von akademischem Wert sein sollten, so spricht doch ei-
niges fiir ihre Publikation, ohne in einen Bereich einzutreten,
der einstmals der Pythia (Priesterin des Orakels zu Delphi)
oder der Sibylle (im Altertum Name fiir weissagende Frauen)
vorbehalten war.

Beitrage zur Statistik Bayerns, Heft 538 | Statistik und Leibrente?

13



14

Da fiir Bayern relativ zeitnahe Sterbetafeln zur Verfiigung ste-

hen und mit den vorangegangen methodisch vergleichbar Fon upverinderfichn Leibrenten, g9
sind, wurde die Gelegenheit genutzt, aktuelle Versicherungs- -
. . « co A B. . D. R
barwerte zu gewinnen. !3ayern welst.alls flach?nmaﬁlg grofBtes Ao | Zoboudde | Die bl | Shiones i i
Land der Bundesrepublik rund 12 Millionen Einwohner aus. 3 wach |in B, discon-| Zaklm in B, | Zahlm inC.
Stifsmileh, | tive anf die(von hintem |vom kinte
ofdhre des|om addiri, |as addirs,
Die Tabelle weist die berechneten Barwerte fiir 1996/98 und Aiters, fir
zum Vergleich die fiir 1986/88 aus, wobei den Daten jeweils '8 "="f"4" ;
ein Zinssatz von 3% zugrunde gelegt wurde. Cui bono? o 1000 | 1000 13431, 48
1 50 T8, 1§ 27988 11431, 48
a i Gut, 13 27238 10710, 33
Fir die I:ebensversicherer bes.teht wegen dfar Lé‘mgerlfabigkeit 3 :;33 ;Q' ;‘; 559“ ‘;‘;ﬁ ;
der Bevolkerung und der Kapitalmarktentwicklung (sinkende 5 579 475 90 253 0043, 02
Zinsen) ein Handlungsbedarf. 6 * gby 448, 11 | 24787 8567, co
7 556 433, 5t | 24220 8118, 89
. . . o 8 547 309, 23664 7690, 18
Es ist noch nicht lange her, dass das Bundesfinanzministerium gEo ﬂg 378, 69 agnuy 7246,
der Versicherungswirtschaft anheim stellte, ,.... neue Produkte X 33 ki i 2 ”_'573 5918, ©
auf Basis der Leibrenten auf den Markt zu bringen” (siehe SZ 1; ;:; ;:;: ZE :‘f;’fﬁ EE%, Eg
vom 21. Oktober 2003: Das Ende der ,,hésslichen Braut”). 13 519 311, 70 ’0992 . | 5889, 61
. . ; 14 51§ 207, 40 | 20477 5577 Ot
Was bedeutet diese Anregung? Der beriihmte Mathemati- 15 5L 283, 74 19963 5380, 51
ker Leonhard Euler (1707 - 1783) brachte schon zum Aus- 16 s07 270, 6g 19451 | 4096, 77
druck, dass die notwendigen Rechnungsgrundlagen fir Leib- H 593 | 358,33 | 18044 4726, o8
. . . 499 | 246,33 | 18441 4467, 85
renten die Sterbetafel und der ZinsfuB sind. Euler betrachtete 19 495 334, 05 17042 4131, 53
Personen, die sich eine Leibrente verschaffen als besonders it O U 334 99 | 17447 3986, 58
lebenskréftig. Auch heute diirfte die Lebenserwartung der :; 1%? :;g: ;E :g‘-:;g g;g’- ;2
Personen, die Rentenversicherungen abschlieBen, im Durch- :i 4;? !gi- 13 15089 3346, a6
it s i i . & 133 75 15513 3153, 1
schnitt hoher sein als die der Gesamtbevdlkerung. _g_: 466 174, 80 18042 ' !3
2 i if :
An dieser Stelle sei auch daran erinnert, dass Anlage 9 zu L7 ﬁﬁ .ﬁ ?g i ::ﬁg :g;: ;g
§ 14 Bewertungsgesetz den Kapitalwert einer lebenslan- 1,3 ﬂ; ::‘:- ; :;E! :4‘.[?'3: 15
gen Nutzung oder Leistung fiir die Altersjahre 0 bis 110 fiir 4 30 430 135: 35 12763 :%13: G
beide Geschlechter ausweist; berechnet nach der Sterbe- Fs A
tafel fiir die Bundesrepublik Deutschland 1986/88.
Abb. 1 Ausschnnitt aus: Tetens, Johann Nicolaus: Einleitung zur Berechnung der Leibrenten

und Anwartschaften, die vom Leben und Tode einer oder mehrerer Personen abhangen. Bd.

Erstaunen mag der Zusatz ,Gebietsstand seit dem 3. Okto-
ber 1990 (sic!).

Verfahren der Barwertherechnung nach Tetens
Kommutationszahlen und Versicherungsbarwerte wurden
schon vor mehr als 200 Jahren berechnet, und zwar genau
in der Form wie heute. In Deutschland leistete auf diesem Ge-
biet Johann Nicolaus Tetens (1736 - 1807) Pionierarbeit [3].
Er veroffentlichte 1785 und 1786 ein zweibandiges Werk mit
dem Titel Einleitung zur Berechnung der Leibrenten und An-
wartschaften, die vom Leben und Tode einer oder mehrerer
Personen abhangen. Seinen Berechnungen legte er die Ab-
sterbeordnung nach SiiBmilch (verbessert von Baumann) zu-
grunde (siehe Abbildung 1).

1. Leipzig 1785. [Der Spalte C liegt ein Zinssatz von 4% zugrunde.]

Die Spalte B der Tabelle von Tetens entspricht der ,Anzahl der
Uberlebenden” (Absterbeordnung) ly einer Sterbetafel oder
Uberlebendentafel (engl. Life table). In dem Werk von Tetens
heiBt es im Capitel Il Abschnitt 1 unter Punkt 56: ,Praktische
Methode, die mittlere Lebensdauer und die Leibrenten nach je-
der gegebenen Sterblichkeitstafel zu berechnen.” Diese Aus-
sage hat heute noch Giiltigkeit. Die Spalten C und E der Te-
tens-Tabelle werden in einer heutigen Kommutationstafel mit
den Symbolen Dy, und Ny gekennzeichnet (siehe Ubersicht S.
11).
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Zur Berechnung des Barwerts fiihrt Tetens unter Punkt 58 fol-
gendes aus: ,Um den Wehrt der Leibrente 1 zu haben, ndm-
lich auf ganze Jahre, wobey die Zwischenzeiten nicht gerech-
net werden, und auch die Rente jedesmal am Ende des Jahrs
zahlbar ist, wie im 8ten Satz § 40. dividire man die Zahl aus
der Columne E, welche bey dem um 1 Jahr gréBern Alter
steht, durch die Zahl aus der Columne C, bey dem gegebenen
Alter selbst.” ,Ex. Es sey das gegebene Alter 20 Jahr, so ste-
het in der Columne E bey 21 Jahr die Zahl 3762,49; und in der
Columne C bey 20 Jahr, 224,09. Es ist 3762,49 / 224,09 =
16,79. Dies ist der baare Wehrt der Leibrente 1, fiir eine Per-
son von 20 Jahren, wenn die Zinsen des Geldes zu 4 Procent
gerechnet werden.*

Hier handelt es sich um eine nachschussige (postnumerando)
Leibrente, da sie am Ende eines Jahres zu zahlen ist. Dagegen
nennt man eine im voraus zu leistende Zahlung vorschiissig
(praenumerando). Der Barwert einer jahrlich vor- bzw. nach-
schiissig zahlbaren Leibrente ldsst sich auch wie folgt einfach
berechnen:

vorschiissig:  Spalte E / Spalte C
nachschiissig: Spalte E / Spalte C - 1
Ubrigens findet man eine Diskontierung bereits in dem 1585
vergffentlichten Buch L" Arithmetigve von Simon Stevin [5].
Mit Hilfe der Spalte D der Tabelle von Tetens ldsst sich auch die
mittlere kiinftige Lebenserwartung berechnen. Tetens wahlte
die Bezeichnung mittlere Lebensdauer. Unter Punkt 57 erldu-
terte er diese: ,Ex. Das gegebene Alter sey 15 Jahr, so ist A
[B] = 511. Die bey dem 16ten Jahr stehende Zahl unter D, ist
19451. Nun ist 19451 /511 + 2 = 38,06 + 0,5 = 38,56.
Dies ist die mittlere Lebensdauer.”

Tetens nennt zu Beginn seiner Vorrede Halley und Moivre.
Dann zitiert er folgende zwei Schriften von Simpson: Doctri-
ne of Annuities and Reversions (1742) und Select Exercises
for the young Proficients in the Mathematicks (London 1752).
AnschlieBend fiihrt Tetens aus: ,Von den neuern brittischen
Schriftstellern in dieser Materie sind mir nur Morgan und Pri-
ce als solche bekannt geworden, die etwas vorziigliches und
etwas eigenes geleistet haben. In der allgemeinen Theorie
bleiben beyde bey Simpson stehen. Morgan hat eine doppel-
te Berechnungsart der Renten gewiesen, die allerdings vielen
Werth hat. Doch scheint Herr Doct. Price, der sie mit Recht
sehr empfiehlt, ihr etwas zu viel Vorziiglichkeit zuzuschreiben.
Ich habe sie nicht so leicht und kurz gefunden, dass ich nicht
Griinde gehabt, noch auf eine andre zu denken, und diese je-
ner vorzuziehen. Man mag selbst vergleichen und urtheilen.”

Tetens Urteil zum Stand in Deutschland lautet: ,,Im Jahr 1752
als Simpsons oben erwéhnte Select Exercises herauskamen,
schien man in Deutschland noch nicht einmal die Elemente
dieser Rechnungen zu kennen. Wittwen- Waysen- und Todten-
Cassen hatten wir. Aber welche? Alle auf Gerathewohl, oder
nach einem ohngefdhren, just in diesen Materien am &ftersten
triiglichen Ueberschlag entworfen, ... .

Von den zahlreichen Biichern, die Tetens verfasste, sei in die-
sem Zusammenhang noch das folgende angefiihrt: Nachricht
von dem Zustande der allgemeinen Wittwen-Casse zu Copen-
hagen am SchluB des Jahres 1797.

Die Persdnlichkeit Tetens

Nach Brockhaus war Tetens ein deutscher Philosoph und Psy-
chologe, der ab 1776 als Professor der Philosophie in Kiel
lehrte, seit 1789 lebte er in Kopenhagen. Er beeinflusste den
Kritizismus von Immanuel Kant (1724 - 1804). In Meyers Kon-
versationslexikon ist u.a. zu lesen, dass Tetens 1789 als Fi-
nanz- und Versicherungsbheamter in Kopenhagen tatig war. Die
Encyclopaedia Britannica bezeichnet Tetens als ,German psy-
chologist, mathematician, economist, educator, and empiricist
philosopher (Psychologe, Mathematiker, Wirtschaftswissen-
schaftler, Lehrer und Philosoph).

Erste Diskontierung von Simon Stevin

Mit der Diskontierung hatte sich schon zweihundert Jahre frii-
her Simon Stevin (um 1548 - 1620) befasst. Abbildung 2 zeigt
einen Ausschnitt aus einer Tabelle seines Werks La Pratique
d “Arithmetique. In: L Arithmetique von 1585 [5]. Ausgehend
von einem Betrag von 10 Millionen berechnete Stevin fiir ei-
ne Reihe von Zinssétzen diskontierte (abgezinste) Werte fiir
jeweils 30 Jahre. Der fiir finf Jahre diskontierte Betrag von
8219 271 bei einem Zinssatz von 4 % errechnet sich (in heu-
tiger Schreibweise) wie folgt:

1}?;5 = 8219 271. Der Diskontierungsfaktor% unterschei-
det sich nicht von jenem, den Tetens gebraucht. Wahrend Ste-
vin jeweils den Betrag von 10 Millionen heranzieht, setzt Te-
tens dafiir die Anzahl der Uberlebenden einer Sterbetafel ein.
Welchen Verlauf hatte die Entwicklung der Leibrentenbewer-
tung genommen, wenn es zur Zeit Stevins schon eine Sterbe-
tafel gegeben hétte? Man mag dariiber spekulieren.

Stevin, ein Verfechter der Dezimalbruchrechnung, verdffent-
lichte im Jahr 1585 das Buch De Thiende (Dezimalbruchrech-
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Abb. 2 Auszug aus: Stevin, Simon: La Pratique d " Arithmetique. In: L Arithmetique.

Leyden 1585.

nung). AuBerdem forderte er die Einfiihrung dezimal unter-
teilter Miinz-, MaB- und Gewichtssysteme. Wahrend andere
negative Zahlen ablehnten, hatte Stevin diese anerkannt. Er
setzte sich auch fir die indisch-arabische Zahlenschreibweise
von Briichen ein. Den fiir den Schiffbau wichtigen Begriff des
Metazentrums fiihrte Stevin ein. Er war ein Anhénger der ko-
pernikanischen Lehre.

Sterbetafeln als Entscheidungsgrundlage

Fir Amartya Sen (geb. 1933), ,Nobelpreistrager“ fir Wirt-
schaftswissenschaften 1998, erweisen sich Sterblichkeits-
daten als wichtige Ergénzung der 6konomischen Analyse (sie-
he seinen Beitrag Lebensstandard und Lebenserwartung in
der Schrift ,Spekirum der Wissenschaft”, November 1993).

Im Vorspann zu dem genannten Beitrag heift es: ,Herkbmm-
liche Kriterien wie Bruttoinlandsprodukt und Zahlungsbilanz
sagen oft zu wenig iber die tatsachliche Leistungsfahigkeit ei-
ner Volkswirtschaft aus. Als wichtige Ergdnzung der dkono-
mischen Analyse erweisen sich Sterblichkeitsdaten.”

Die Bedeutung von Sterbetafeln unterstrich schon der groBe
Mathematiker und Astronom Carl Friedrich GauB (1777 -
1855), der auch einmal ersucht wurde, die ,Universitatswitt-
wencasse” zu begutachten. In seiner Schrift GauB zum Ge-
déchtnis filhrt W. Sartorius von Waltershausen zu diesem
Thema folgendes aus: ,Besonderen Werth legte er auf Morta-
litdtstafeln und auf die Erforschung der Gesetze, nach denen
sich das menschliche Leben abspinnt, theils vom rein wis-
senschaftlichen Standpunkte aus, theils in Riicksicht auf ei-
ne weitere Anwendung bei der Berechnung von Lebensasse-
curanzen, Tontinen, Wittwencassen u.s.w.“ GauB interessierte
sich besonders fiir die beiden duBersten Grenzen des mensch-
lichen Lebens.

,est senatori necessarium nosse rem publicam — idque late
patet: ... (dass ein Senator mit Staat und Politik vertraut sein
muss — und das ist ein weites Feld: ...) schrieb der rémische
Staatsmann und beriihmte Redner Marcus Tullius Cicero (106
- 43 v. Chr.) in seiner Schrift De Legibus Ill 41 (Uber die Ge-
setze).

Kurfiirst Max IV. Josef von Pfalz-Bayern (reg. 1799 - 1806),
der spdtere bayerische Konig Maximilian I. Joseph (reg. 1806
- 1825), lieB bald nach seinem Regierungsantritt den Auftrag
erteilen (1799), Vorschldge zur Begriindung einer Witwen- und
Waisen-Versorgungsanstalt auszuarbeiten. Ein solches Projekt
lasst sich nur mit einer Sterbetafel bewerkstelligen. Damit war
der AnstoB fir die Erstellung einer ersten bayerischen Morta-
litéts-Tafel (Sterbetafel) gegeben. Dieses Vorhaben fiel aber in
eine schwierige Zeit (verarmter Staat und die Schicksalsfrage:
mit Habsburg oder Frankreich?). Es dauerte daher ein Viertel-
jahrhundert bis dieses Projekt vollendet war (um 1826), das
auBerhalb der amtlichen Statistik abgewickelt wurde [6].

Nebenbei sei bemerkt, dass ein erster Vorldufer der amt-
lichen Statistik in der 1801* geschaffenen Einrichtung ,Sta-
tistisch-topographisches Bureau® gesehen werden kann [7].

* Forschungsstand 2008: Siehe 200 Jahre amtliche Statistik in Bayern, S.62

4 Dieser Preis wird nicht von Alfred Nobels Stiftung getragen, sondern von der
schwedischen Reichsbank.
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Nach Meyers Konversations-Lexikon 1897: ,Die erste Orga-
nisation der amtlichen Statistik erfolgte 1756 in Schweden,
wo eine ,Tabellenkommission® jahrlich Nachweisungen (iber
die Bewegung der Bevdlkerung lieferte. Ferner wurden eigne
mit der Ansammlung, Ordnung und Veréffentlichung des sta-
tistischen Materials betraute Stellen (statistische Bureaus) er-
richtet in Frankreich (1796 voribergehend, dann 1800), Bay-
ern (1801, Hermann, Mayr), ltalien (1803, Bodio), Preuen
(1805 von Stein gegriindet [Frh. v.u.z. Stein], Krug, J.G. Hoff-
mann, Dieterici, Engel, Blenck), Osterreich (1810, Czornig, Fi-
cker), ... ."

Mittlere Lebenserwartung: Uberlebenswahrscheinlichkeit
Heute ist die Kenntnis der mittleren kiinftigen Lebenserwar-
tung in jedem Alter und die ihr nahestehende wahrscheinliche
Lebensdauer von besonderem Interesse. Mit gehaltvoller Kiir-
ze beschreiben beide Begriffe eine Reihe von Tatsachen. Ei-
ne Definition dieser Ausdriicke findet sich im bereits genann-
ten Beitrag Bayerische Sterbetafel 1996/98 [1] auf den Seiten
296 und 297.

Fir einen neugeborenen Knaben betragt die Wahrscheinlich-
keit, das durch die mittlere Lebenserwartung angegebene
Alter von 74,7 Jahren zu erreichen, rund 60%. Mit zuneh-
mendem Alter nimmt die Uberlebenswahrscheinlichkeit stén-
dig ab, wenn auch nur allmdhlich. Die Aussicht eines 66 Jah-
re alten Mannes, das Alter von 80,8 Jahren (bei einer mittleren
Lebenserwartung von 14,8 Jahren) zu erlangen, belduft sich
noch auf iber 50%. Eine 73-jahrige Frau kann noch mit einer
Wahrscheinlichkeit von mehr als 50% damit rechnen, weitere
12,7 Jahre zu leben. Dann sinkt die Uberlebenswahrschein-
lichkeit unter 50%. Das heif3t: Die Wahrscheinlichkeit, das Al-
ter, das aufgrund der mittleren Lebenserwartung zu erreichen
in Aussicht gestellt wird, zu erleben ist danach bereits geringer
als die Wahrscheinlichkeit, vorher zu sterben.

Vorlaufer von Altersabsicherungen

Mit dem Thema Alter und den damit verbunden Fragen muss-
ten sich die Menschen schon immer auseinandersetzen. In
einem in der FA.Z. vom 6. Juli 1996 verdffentlichten Aufsatz
Das Reich auf feste FiiBe stellen verwies der Autor Hans-Peter
Schneider auf die zahlreichen Denkschriften von Leibniz (1646
- 1716) zur Verbesserung der Krankheits- und Altersvorsor-
ge, zur Errichtung von Renten- und Pensionskassen und zur
Schaffung von Systemen der Lebensversicherung. Der Ver-
fasser folgert: ,So wird man in Leibniz nicht zuletzt auch einen
Vorldufer moderner Sozialstaatlichkeit erblicken kénnen.*

»Zwei wichtige sozialpolitische Probleme sind heute die Ver-
schuldung der Staaten und die gerechte Berechnung der
Renten. Dies sind genau die Probleme, die Leibniz ausfiihrlich
zwischen 1680 und 1683 diskutiert.“ So heiBt es treffend bei
Eberhard Knobloch in seinem Beitrag Die Schriften im Uber-
blick fir das von ihm u.a. im Jahr 2000 herausgegebene Werk
Hauptschriften zur Versicherungs- und Finanzmathematik von
Gottfried Wilhelm Leibniz [8].

Erste Anfange von Unterstiitzungskassen
(Hinterbliebenenversorgung)

Zur Zeit des rémischen Kaisers Augustus wurde eine Veteranen-
versorgung (aerarium militare) eingerichtet. Auch bestand in je-
der Legion eine Begrébniskasse (Marquardt, S. 563) [9].

Als eine der dltesten konfessionsungebundenen sozialen Ein-
richtungen der Welt gilt heute die 1545 in Bremen gegriindete
Stiftung ,Haus Seefahrt®. Sie unterstiitzt seither neben Witwen
und Waisen von bremischen Seeleuten auch jene, die selbst in
Seenot, Gefangenschaft oder sonstige widrige Umstande ge-
raten sind. Als Deutschlands dlteste Sozialsiedlung gilt die von
Jakob Fugger 1521 ins Leben gerufene Stiftung. Sogenann-
te Waisen- und Witwenkassen wurden erst im 18. Jahrhun-
dert errichtet.

Demographische Entwicklung war absehbar

Allmdhlich scheint das Problem der demographischen Ent-
wicklung der Offentlichkeit bewusst zu werden, wie die seit
einiger Zeit offentlich ausgetragenen Diskussionen zeigen.
Bestimmte Institutionen standen dieser Entwicklung jedoch
schon lange aufgeschlossen gegeniiber. Einige ausgewéhlte
sollen hier genannt werden:

Das ifo-Institut Minchen veranstaltete zum Beispiel schon
1978 eine Tagung ,Wechselwirkungen zwischen Wirtschafts-
und Bevolkerungsentwicklung®.

Die erste UN-Konferenz (iber das Altern fand vor mehr als
zwanzig Jahren (1982) statt.

Im Jahr 1983 gab Giinter Schmalders ein Buch mit dem Titel
Der Wohlfahrtsstaat am Ende heraus. Scharfziingig lautet es
darin: ,Adam Riese schldgt zuriick.”

In einem gesellschaftspolitischen Beitrag der Deutschen Bank
aus dem Jahr 1983 mit dem Titel Der Staat — das sind wir
selbst hieB es: ,Die politische Legitimation, die jedes demo-
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kratische Herrschafts- und Sozialsystem braucht, um Regie-
ren zu ermdoglichen, war leicht erreichbar, solange der Kon-
sens der Birger sich unkritisch bloB auf mehr Wohlstand und
mehr offentliche Leistung bezog.*

In jiingerer Zeit fehlt es nicht an mahnenden Worten in Bezug
auf den demographischen Wandel. So wurde zum Beispiel in
der FA.Z. vom 23. Mérz 2004 ein Aufsatz von Paul S. Hewitt
mit der Uberschrift Die Geopolitik des globalen Alterungspro-
zesses veroffentlicht. Unter anderem heifit es dort: ,Der glo-
bale Alterungsprozess wird unsere Welt grundlegend verén-
dern. Keine Region, kein Individuum wird den weitreichenden
Auswirkungen auf Wirtschaft, Finanzsysteme, Regierungs-
budgets und sogar Militdrapparate entgehen.*

Manche meinen, dass die heutige Gesellschaft erst beginnt,
sich auf die Langerlebigkeit der modernen Menschen einzu-
stellen.

Lebenserwartung und Versicherungstarife

Im vergangenen Jahr entbrannte in den USA eine Diskussion
iiber die versicherungsmathematische Ungleichbehandlung von
,Handwerklichen Arbeitern“ (Blue-collar) und ,Birobeschéf-
tigten® (White-collar). Die Wirtschaftspresse berichtete im Mai
2003, dass amerikanische Industriekonzerne mdglicherweise
mehrere Milliarden Dollar an Pensionsverpflichtungen aus ih-
rer Bilanz entfernen konnen. Eine empirische Studie der Society
of Actuaries (Gesellschaft amerikanischer Versicherungsstatis-
tiker) ergab, dass die Arbeiter eine geringere Lebenserwartung
aufweisen als Biirokrafte.

Demgegeniiber will die EU einheitliche Versicherungstarife
fur Ménner und Frauen durchsetzen (SZ vom 31. Juli 2003).
Der erste, der auf die Langerlebigkeit der Frauen aufmerk-
sam machte, war Johann August Kritter. Er begann nach ei-

genen Angaben 1768 (iber Witwencassen zu schreiben; siehe
,Bayern in Zahlen“ 5/2002 S. 207 und 208 [6]. Die von Krit-
ter verfasste Schrift Oeconomisch-politische Aufiésung der
wichtigsten Fragen, welche itzo wegen der Einrichtung dauer-
hafter Witwencassen aufgeworfen werden hat Herr Euler fir
griindlich abgefasst erkannt, schrieb seinerzeit A.G. Késtner
(s. S.144).

Handelt es sich bei der Langerlebigkeit der Frauen auch um ei-
nen charakteristischen Tatbestand wie bei der Geschlechter-
proportion? Die Bevélkerungsstatistik zeigt, dass das zahlen-
maBige Verhdltnis der geborenen Knaben und Médchen von
erwédhnenswerter Konstanz ist. Bekanntlich kommen auf 100
geborene Médchen ungefdhr 106 Knaben. Den unterschied-
lichen Anteil der beiden Geschlechter an den Geburten beob-
achtete schon John Graunt (1620 - 1674), der — wie StiBmilch
(1707 - 1767) berichtete — erkannte, dass sich die Tochter
zu den Sohnen verhalten wie 1000 zu 1068. Graunt verfiigte
iiber Aufzeichnungen der in London von 1629 bis 1661 Ge-
borenen.

Schlusshemerkung

Begriffe wie Rente, Zins und Lebenserwartung werfen Fragen
nach der historischen Entwicklung der Sterblichkeitsmessung
auf. Dabei spielten die Fortschritte der Rechentechnik eine maB-
gebliche Rolle. Die Anwendung von Mathematik und Statistik
war richtungsweisend fiir die Lebens- und Rentenversicherung.
Ein AbriB zu diesen Themen ist fiir spater geplant. Mit dem Pha-
nomen Zeit befassten sich die Menschen schon immer und da-
mit wohl auch mit Fragen zur menschlichen Lebenszeit. In Pla-
tons (427 - 347 v. Chr) Dialog Timaios (Die Weltschopfung)
wurde schon die Lebensspanne des Menschen erortert: Die
Wahl fiel auf die kiirzere, doch edlere Lebenszeit anstelle einer
langeren, doch unbedeutender hingebrachten Lebensdauer.
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Zur geschichtlichen Entwicklung von
Sterbetafeln und Leibrenten

Fiir Bayern wurden im Dezemberheft 2004 von ,Bayern in Zahlen® erstmals Kommutationszahlen
und Versicherungsbarwerte fiir 1996/98 und zum Vergleich fiir 1986/88 nachgewiesen. Gelegen-
heit gab hierfir die ,Bayerische Sterbetafel 1996/98", die den gleichen Aufbau hat wie die ,Allge-
meine bayerische Sterbetafel 1986/88“ (siehe ,Bayern in Zahlen 8/2001). Anstelle von Volkszéh-
lungsergebnissen wurden die Daten aus der Bevolkerungsfortschreibung herangezogen. Bayern'
hat als einziges Land im Bund eine mit der Sterbetafel von 1987 (letzte Volkszahlung) vergleichbare
Sterbe- oder Uberlebendentafel berechnet. Sterbetafeln sind eine wichtige Basis zur Bewertung
von Leibrenten. Neben der Zinseszins- und Rentenrechnung ist die Sterbetafel eine wichtige Grund-
lage der Versicherungsmathematik. Eine Lebensversicherungsgesellschaft muss wissen, mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit der Versicherungsfall in einem bestimmten Zeitraum eintritt.

Historische Momente auf dem Weg zur Sterbetafel ...

Die fiir das Jahrzehnt 1891/1900 berechnete ,Allgemeine
bayerische Sterbetafel, ist die dlteste Tafel, die fiir Vergleiche
herangezogen werden kann.

Die Statistik hat den eigenartigen Weg genommen, dass ihre
ersten wirklich literarischen Leistungen der 1660 gegriindeten
Londoner Royal Society als naturwissenschaftliche Schriften
vorgelegt und von ihr aufgenommen worden sind. Daran er-
innerte Hellmuth Wolff in seinem Aufsatz Vom ,Gesetz’ in der
Statistik (AStA Bd. 21, 1931) und er begriindet dies damit,
weil es um den ,Menschen® und im besonderen um seine Ge-
burt und seinen Tod ging.

Die ersten Berechnungen der mittleren und/oder wahrschein-
lichen Lebensdauer im 17. Jahrhundert beruhten auf prak-
tischen Uberlegungen. Den Anlass dazu gaben die aufkom-
menden Leibrenten- und Tontinenanstalten, Witwen- und
Waisenkassen und spater die Lebensversicherungen.

Trotz der Berlihmtheit von Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 -
1716) waren bis zum Erscheinen der Hauptschriften zur Ver-
sicherungs und Finanzmathematik von Leibniz im Jahr 2000
seine versicherungswirtschaftlichen und finanzwissenschaft-
lichen Schriften kaum bekannt.

Neue Wege der Sterblichkeitsmessung beschritt der beriihmte
Astronom Edmond Halley, der die Auswertung der Breslauer
Sterberegister durch den Geistlichen und Gelehrten Caspar
Neumann (1648 - 1715) benutzte.

Der groBe Mathematiker und Astronom Carl Friedrich Gauf
(1777 - 1855), dessen Todestag sich heuer am 23. Februar
zum 150. Mal jahrte, fiihrte auf Wunsch des Senats der Uni-
versitdt Gottingen eine Untersuchung des Zustandes der 1739
gegriindeten Professorenwitwenkasse zu Gottingen durch.
... durch welche nemlich eine auf Mortalitdtsgesetze und die
Wahrscheinlichkeitsrechnung basirte Bilanz zwischen dem
Vermdgen der Anstalt und ihren Obliegenheiten gezogen wer-
den soll, will ich mich nicht entziehen, ... schreibt GauB, vgl.
GauB, Carl Friedrich: Nachlass. In: Werke. Band IV. 2. Abdr.
Hrsg. von der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften
zu Gottingen, 1880.

Benno Hubensteiner berichtet in seiner Bayerischen Geschich-
te: , ..., aber der alte oder kranke Dienstbote erhielt keinen
Kreuzer Unterstiitzung, und noch im Jahr 1781 war der Bauer
in keiner Weise verpflichtet, den arbeitsunféhigen Knecht auch
nur fiir ein paar Wochen in Haus und Pflege zu behalten.*

Uberraschen mag vielleicht der folgende Satz von Werner Hei-
senberg (1901 - 1976): ,,..., dass wir Physiker hier Statistik
treiben miissen, so wie etwa eine Lebensversicherungsgesell-

1 Bayern weist als flichenmaBig gréBtes Land der Bundesrepublik rund 12
Millionen Einwohner aus und seine Geschichte reicht weit zuriick. Bayern ist
das einzige Land innerhalb der Bundesrepublik, das sich als altes Stammes-
herzogtum seit dem sechsten Jahrhundert (um 550) als Staat erhalten hat.
Mit der Ubergabe des Herzogschwerts an Pfalzgraf Otto von Wittelsbach
durch Kaiser Friedrich Barbarossa im Jahr 1180 begann die mehr als 700jdh-
rige Herrschaft der Wittelsbacher. 1253 war Bayern das gréBte Territorialher-
zogtum im Deutschen Reich.
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schaft (iber die Lebenserwartung ihrer vielen Versicherten sta-
tistische Rechnungen anstellen muss.“ vgl. 9. Gesprache iiber
das Verhéltnis zwischen Biologie, Physik und Chemie (1930 -
1932). In: Der Teil und das Ganze — Gesprdche im Umkreis der
Atomphysik. Miinchen 2003.

... und zur Leibrente

Begriffe wie Leibrente, Lebenserwartung und Zinssatz werfen
Fragen nach der historischen Entwicklung der Sterblichkeits-
messung und der Bewertung von Leibrenten auf.

Erste Ansatze fiir die Bewertung von Leibrenten unter Beriick-
sichtigung der Sterblichkeit und des Zinssatzes finden sich bei
Jan de Witt (1625 - 1672). Im Jahr 1671 erschien seine Ab-
handlung Waerdye van Lyf-Renten (s. S. 143). De Witt war in
der statthalterlosen Zeit seit 1650 als Ratspensionér Hollands
der Leiter der gesamten niederlandischen Politik. Die Nieder-
lande waren damals die fiihrende Handels- und Seemacht Eu-
ropas und auch das Zentrum des geistigen und wissenschaft-
lichen Lebens.

Die Historie der Leibrente stand unter dem Einfluss verschie-
dener Entwicklungen und sie ldsst sich nicht mit ein paar Pin-
selstrichen darstellen. In einem Streifzug sollen die vielféltigen
Wechselbeziehungen mit dem zeitgeschichtlichen Umfeld auf-
gezeigt werden.

Man muss die Geschichte kennen, wenn man die Gegenwart
verstehen will. ,Historia magistra vitae* (Die Geschichte ist die
Lehrmeisterin des Lebens). So haben Renaissance, Humanis-
mus, Reformation, Entdeckungsfahrten und Erfindungen die
Welt seit dem 15. Jahrhundert tiefgreifend veréndert. Die Re-
naissance empfand man als Wiedergeburt der Antike. Mit dem
Ende des ostromischen Reichs 1453 flohen viele griechische
Gelehrte aus Konstantinopel, die durch ihre Kenntnisse der an-
tiken Welt die Renaissance stiitzten und vertieften.

Die Erfindung des Buchdrucks durch Johann Gutenberg um 1448
forderte maBgeblich die Entwicklung des geistigen Lebens.

Einen Aufschwung erlebte die Mathematik in Europaim 15./16.
Jahrhundert. Zur Zeit von Galilei orientierte sich die vorherr-
schende Lehrmeinung in erster Linie an Aristoteles sowie am
Weltbild des Claudius Ptolemdus (2. Jahrhundert n. Chr.).

Die Fortschritte bei der Bewertung der Leibrenten wurden maB-
geblich durch die Weiterentwicklung der Rechentechnik und die

Wahrscheinlichkeitsrechnung gepragt, wobei auch Impulse von
den Innovationen im Finanzwesen ausgegangen sein mogen.

Bemerkenswert ist, dass Simon Stevin (1548 - 1620) bereits
1585 diskontierte Werte eines bestimmten Betrages berechne-
te und Johann Nicolaus Tetens (1736 - 1807) 1785 die Idee
hatte, die ,Diskontierte Zahl der Lebenden des Alters x* (heu-
tige Schreibform) einzufiihren. Beide fiihrten den gleichen Re-
chengang aus. Der Unterschied besteht darin, dass Stevin einen
Betrag von zehn Millionen wahlte und Tetens in seine Berech-
nungen die Anzahl der Uberlebenden nach der Absterbeordnung
von SiiBmilch einflieBen lieB. Die hier angesprochene Diskontie-
rung, bei der die Zinseszinsrechnung eine Rolle spielt, wird zum
Beispiel im Versicherungswesen gebraucht. Die kaufménnische
Diskontierung rechnet nur mit einfachen Zinsen.

Nachfolgend werden einige Begriffe ndher beleuchtet, die sich
wie ein roter Faden durch diese Beitrége ziehen.

Sterbetafel: Grundlage fiir Bevdlkerungsprognosen

Mit Hilfe einer Sterbetafel kann man abschatzen wie viele der
heute lebenden Menschen in ein paar Jahrzehnten noch am
Leben sein werden. Es ldsst sich auch sagen, wie viele Per-
sonen zum Beispiel in etwa 25 Jahren das heiratsfahige Alter
erreichen werden. Angaben zu Geburtenzahlen in den néchs-
ten Jahren sind dagegen nur mit einer eingeschrankten Wahr-
scheinlichkeit moglich. Noch weitaus schwieriger sind Aussa-
gen zum zukiinftigen Wanderungssaldo.

Damit wird aber nicht gesagt, dass Bevélkerungsprognosen
keinen Sinn haben. Auch wenn es anders kommt, so bedarf es
doch sog. Modellrechnungen, vor allem wenn sie kurzfristig
angelegt sind. Wirtschaftsprognosen sind noch skeptischer
zu beurteilen, weil man davon ausgehen muss, dass sie sich
nicht (genau) vorausberechnen lassen. Gewohnlich bezeich-
net man die Bevélkerungsvorausberechnungen zu Recht als
Modellrechnungen. Ein eigenes Kapitel sind die Konjunktur-
prognosen, iiber die jiingst folgendes geschrieben wurde: ,Die
Prognosen der Wirtschaftsforschungsinstitute sind ungeféhr
so zuverldssig wie die Orakel von Sterndeutern und Kaffee-
satzlesern.“, siehe den Beitrag Entlat die Experten. War-
um fallen die Konjunkturprognosen immer falsch aus? in der
FA.Z. vom 19. April 2005. Von Ernst Wagemann stammt iib-
rigens der Satz: ,Jede Prognose kocht eben mit Wasser, dass
heiBt, sie transponiert die Erfahrungen der Vergangenheit, wie
sie in ihrer Zeit angefallen sind, in die Zukunft.*
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Prozentuale Verteilung der bayerischen Bevdlkerung nach Altersgruppen
in den Jahren 1900, 1950, 2000 und 2050*

100 *Stichtage: 1. Dezember 1900, 13. September 1950,

31. Dezember 2000; Die Anteile fiir 2050 beruhen auf
der 10. koordinierten Bevélkerungsvorausberechnung,

Variante 4, Basis 31. Dezember 2001.

65 Jahre oder alter

50

25 bis unter 65 Jahre

50

60 70 80 90 100

unter 25 Jahre

Die Anwendung von Dreieckskoordinaten macht sich
die Eigenschaft gleichseitiger Dreiecke zunutze, dass die
Summe der Abstande von einem Punkt der Dreiecksfldche
zu den drei Dreiecksseiten konstant ist. Eine Darstellung
in Dreieckskoordinaten bietet sich bei jeder prozentualen
Aufgliederung einer statistischen Masse an, die aus drei
Teilmassen besteht. In der Abbildung ist am Beispiel des
Jahres 1900 durch Richtungspfeile kenntlich gemacht,
von welcher Skala jeweils die zugehdrigen Anteile abge-

tragen sind. Hierbei ist der jedem Jahr zugeordnete Punkt
stets durch zwei Koordinaten festgelegt, so dass sich die
jeweils dritte Koordinate zwangslaufig ergibt.

Alle Punkte, die in ndchster Umgebung des Inkreismittel-
punkts gelegen sind, der als einziger gleiche Koordina-
ten aufweist, beziehen sich demnach auf eine statistische
Masse mit weitgehend gleichmaBiger Besetzung der drei
Gruppen.
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~Lebenserwartung“ — Schliisselbegriff unserer Zeit

Immer wieder ist zu horen, dass eine eigene Vorsorge fiir das
Alter vonnoten ist. Will man sich mit dem notwendigen Kapi-
talbedarf im Ruhestand auseinandersetzen, so sieht man sich
einer Gleichung mit mindestens vier Unbekannten gegeniiber:
Personliche Lebenserwartung, jahrlicher Bedarf an finanzi-
ellen Mitteln in der Zeit des Ruhestands, Rendite des Eigen-
kapitals und die Inflationsrate. Die Idee der Leibrentenversi-
cherung (Rentenzahlung von einer bestimmten Altersgrenze
an bis zum Lebensende) war schon vor Jahrzehnten ein mdg-
licher Bestandteil einer Vorsorge fiir das Alter.

Neuerdings kann man eine Unterteilung des letzten Lebensab-
schnitts beobachten, und zwar in die Zeit von der Erwerbsauf-
gabe bis zum 85. Lebensjahr und in die ab dem 85. Altersjahr.
Fiir die letzte Phase wird eine zusdtzliche finanzielle Absiche-
rung in Form einer lebenslangen Rente ab dem 85. Lebensjahr
empfohlen. In der freien Vorsorge werden neben Kapitalversi-
cherungen Leibrenten als Alternative angeboten.

Demographische Entwicklung von 1900 bis 2050

Seit Ende des 19. Jahrhunderts wurde in den européischen,
spater auch in auBereuropdischen Landern das Absinken der
Geburtenzahlen (Geburtenriickgang) beobachtet.

Nach Presseberichten kiimmern sich die Deutschen zu wenig
um die private Altersversorgung. Dies erstaunt, weil bereits
vor vier Jahrzehnten (nach der Rentenreform 1957) empfoh-
len wurde, dass der einzelne neben oder statt einer Sozialrente
auch eigene Vorkehrungen fiir eine befriedigende Altersversor-
gung treffen muss.

Die Verteilung der bayerischen Bevdlkerung nach drei be-
stimmten Altersgruppen spricht im langfristigen Vergleich fiir
sich. Die zugehérigen Ergebnisse wurden der besseren Uber-
sicht in Dreieckskoordinaten umgesetzt (siehe Abbildung). In
diesem Schaubild kommt die ganze Dramatik der demogra-
phischen Entwicklung auf prdgnante Weise zum Ausdruck.

Zum Begriff der ,,Rente” ...

Unter dem Begriff Rente versteht man gewghnlich ein Einkom-
men, das auf Besitz, Versicherungs- oder Versorgungsanspril-
chen beruht. Un homme bien renté — wer mit Rentenpapieren
und Rentenanspriichen, Staatsrente, Grundrente, Leibrente

oder anderem arbeitslosen Einkommen gut ausgestattet ist.
Mit dem Aufbau der Sozialversicherungen bekam die Rente
den Charakter einer Unterhaltsverpflichtung.

... und der , Leibrente”

Unter ,Leibrente“ wird eine Rente verstanden, bei der die An-
zahl der Zahlungsleistungen dadurch begrenzt ist, dass die
Zahlungen beim Eintritt eines bestimmten Ereignisses (meist
Tod des Rentenempfangers) eingestellt werden.

Von der rechtlichen Seite her steht der Begriff Leibrente im
Zusammenhang mit verschiedenen Rechtsgebieten, zum Bei-
spiel mit dem Zivilrecht und dem Familienrecht.

Lebenserwartung und Leibrente — eine Alliteration? In be-
stimmten Féllen kénnen Kaufgeschéfte auf Leibrentenbasis
Bestandteil einer Vorsorge fiir das Alter sein. Ein Immobilien-
geschéft auf Rentenbasis kann fiir den Kéufer und Verkaufer
gleichermafen attraktiv sein — eine erstrangige Absicherung
(Eintragung im Grundbuch) vorausgesetzt. Die méglichen
Auswirkungen der demographischen Entwicklung auf die Im-
mobilienmérkte sollen hier auBer Betracht bleiben. Zum Un-
terschied zwischen Wert und Preis einer Immobilie: Der Wert
wird geschatzt, der Preis bezahlt.

Leibrenten im Wandel der Zeit

Die Leibrente unterlag im Lauf der Zeit einem umfassenden
Wandel. Aus dem mittelalterlichen Leibrentengeschaft ent-
wickelte sich die Lebensversicherung. Historisches zur Leibren-
te sowie die mit der Leibrente verwandten Gebiete wie Montes
und Tontinen werden im Passus Bemerkenswertes zu Geld-
geschéften und die Anfidnge des Versicherungswesens dar-
gestellt. Das Verfahren zur Berechnung der Versicherungsbar-
werte von Johann Nicolaus Tetens aus dem Jahr 1785 wurde
im Heft 12/2004 von ,Bayern in Zahlen“ geschildert.?

2 Ende 2004 gab das Statistische Bundesamt bekannt, dass es Versicherungs-
barwerte auf Basis der Sterbetafel 2001/2003 zur Verfiigung stellt, siehe
Kommutationszahlen und Versicherungsbarwerte fiir Leibrenten 2001/2003.
Dies ist ein Novum — bisher wurden diese Berechungen jeweils auf der Basis
einer Allgemeinen Sterbetafel durchgefiihrt.
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Leibrente im Wandel der Zeit -
ein komplexes Phanomen

Das Thema Alter und die damit verbundenen Fragen haben die Menschen schon immer beschéf-
tigt und so braucht es nicht zu verwundern, dass sich ein Interesse fiir die Historie der Sterbetafeln
regte. Wegen fehlender Zensusdaten und einer verstarkten Nachfrage nach einer aktuellen Sterbe-
tafel wurde im Jahr 2001 erstmals eine bayerische Sterbetafel (Uberlebendentafel) aufgrund der
Ergebnisse der Bevolkerungsfortschreibung erstellt und verdffentlicht. Sie bezog sich auf den Zeit-
raum 1996/98 (s. Bayerische Sterbetafel in ,Bayernin Zahlen® 8/2001). Die registrierte hohere Le-
benserwartung gegentiber der vorangegangen Sterbetafel (1986/88) zog die Frage nach neu be-
rechneten Versicherungsbarwerten nach sich und so entstand im Dezember 2004 ein Beitrag zum
Thema Leibrenten (s. Leibrente — ein einfacher Begriff mit komplexem Hintergrund). Dies war letzt-
lich der Anlass fiir den Aufsatz im Juli-Heft 2005 der Zeitschrift ,Bayern in Zahlen®: Zur geschicht-
lichen Entwicklung von Sterbetafeln und Leibrenten. Die nachfolgenden Ausfiihrungen mogen ver-

deutlichen, welch mannigfache Griinde zu diesem ,Addidamentum* (Zugabe) fihrten.

Schon die Romer ...

— die fiir pragmatische L6sungen bekannt sind — entwickelten
ein Modell fiir die Dauer von Leistungen in Abhangigkeit vom
Alter. Das ist die Regel des rémischen Juristen Domitius Ulpi-
anus (um 170 - 228), der als Praefectus praetorio maBgeb-
lichen Einfluss auf die Leitung des rémischen Staates hatte.

Eine so genannte Absterbeordnung (Uberlebendentafel) ver-
offentlichte 1693 der beriihmte Astronom Edmond Halley, der
sich auch mit Leibrenten befasste.

Die heute noch dbliche Berechnung der Versicherungsbar-
werte fir Leibrenten geht auf Nikolaus Tetens (1736 - 1807)
zurlick. Er publizierte in Deutschland 1785 zum ersten Mal
solche Rechenergebnisse, um Leibrenten angemessen be-
werten zu konnen. Bemerkenswert ist in diesem Zusammen-
hang, dass schon zweihundert Jahre friiher diskontierte Zah-
len von Simon Stevin verdffentlicht wurden (s. S. 26), die auf
einem Betrag von 10 Millionen basierten. Das Werk von Ste-
vin verdient auch deshalb Beachtung, weil erst rund hundert
Jahre spéter Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) den Satz
prdgte: ,Fiir hohere Potenzen werden wir Logarithmen zur An-
wendung bringen, ...“ Den Berechnungen von Stevin und Te-

tens liegt (in heutiger Schreibweise) jeweils der Diskontie-
rungsfaktor in zugrunde.

Erinnert sei an die beeindruckenden Arbeiten von Charles Bab-
bages (1792 - 1871) auf dem Gebiet der Rechenmaschinen,
die er unter anderem auch fiir das Rechnen mit Potenzen ein-
setzen wollte. Sein Vorhaben konnte allerdings erst 120 Jahre
nach seinem Tod in die Realitdt umgesetzt werden. So rechnete
1991 eine nach den Originalzeichnungen gebaute ,Difference
Engine No. 2 xfiir alle x von 1 bis 100 fehlerfrei aus.

Zwischen Stevin und Tetens begegnet man Gottfried Wilhelm
Leibniz. Ihn hatte nicht nur die Frage nach der menschlichen
Lebenserwartung beschéftigt, sondern auch die Diskontie-
rung und die Berechnung des Barwertes, fiir die er eine kur-
ze Formel schuf. Er verfasste auch zahlreiche Denkschriften
zur Verbesserung der Krankheits- und Altersvorsorge. Tref-
fend schrieb Eberhard Knobloch im Jahr 2000: ,Zwei wich-
tige sozialpolitische Probleme sind heute die Verschuldung
der Staaten und die gerechte Berechnung der Renten. Dies
sind genau die Probleme, die Leibniz ausfiihrlich zwischen
1680 und 1683 diskutiert.“ vgl. Die Schriften im Uberblick
in dem von Knobloch u.a. im Jahr 2000 herausgegebenen
Werk Hauptschriften zur Versicherungs- und Finanzmathe-
matik von Leibniz.
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CARITHMETIQVE

-DE}SIMO_N STEVIN
DE BRYGE.S:
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Arithmetiques ou vulgaires :
Aufis ! Algebre, anec les equations de cinc quantitez..
Enfembleles quatre premiers liures d’Algebre
de Diophante d’Alexandrie,maintenant pre-
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Encore vn liure particulier de la Pratique & Arithmetighe,
contenant entre autres, Les Tables d* Interest, La Difine;
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Aus: Stevin, Simon: LArithmetique. Leyden 1585.

Von Leonhard Euler (1707 - 1783) ...

dessen Geburtstag sich heuer zum dreihundertsten Mal jéhrt,
stammt der Satz: ,Der groBte Nutzen, welchen die Logarith-
men gewdhren, zeigt sich bei der Auflosung solcher Glei-
chungen, wo die unbekannte GroBe ein Exponent ist.” Die Be-
zeichnung e fiir die natiirlichen Logarithmen geht auf Euler
zuriick. Ebenso die besondere Relation, die fiinf BasisgrofBen
der Mathematik (rz, e, i, 0 und 1) miteinander verbindet. Erin-
nert sei an eine Schrift von Euler aus dem Jahr 1770: Néthi-

ge Berechnung zur Einrichtung einer Witwencal3e. Es kommt
nicht von ungeféhr, dass die Mathematik in jeder Versicherung
eine hohen Stellenwert innehat.

Die bemerkenswerte Zahl e findet sich ibrigens auch im
Gompertz'schen Gesetz, weil der Verlauf der Sterblichkeit im
hohen Alter ndherungsweise diesem Gesetz entspricht.

Jakob Bernoulli (1655 - 1705) ...

wandte Betrachtungen zur Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht
nur auf Gliicksspiele, sondern auch auf Todesfélle an. Dabei
gelangte er zu der Erkenntnis, dass Sterbewahrscheinlich-
keiten nicht a priori berechnet, sondern nur aus Erfahrung ge-
schétzt werden kdnnen und dazu benétigt man Sterbetafeln.

Eine langere Lebensdauer erfordert ...

ein bestimmtes Finanzpolster. Einer Studie zufolge sollen die
Deutschen erhebliche Wissensliicken haben, wenn es um
Themen wie private Vorsorge oder Geldanlage geht. Leider
gibt es aber fiir eine passende Altersversorgung kein Patent-
rezept. Ein Abstecher in die Sphéren der Finanzwelt mag von
Interesse sein. Die Unberechenbarkeit der Finanzmérkte soll
nur kurz gestreift werden. Die historische Entwicklung der Re-
chenkiinste und der Einsatz der Rechenknechte kdnnen nicht
auBen vor bleiben. Natirlich ist auch dem Zins, der schon im-
mer im Leben der Menschen eine wichtige Rolle gespielt hat,
Rechnung zu tragen.

AuBer Betracht bleibt die Geschichte des gesetzlichen Ren-
tensystems. Soviel sei hier erwéhnt: Nach einer Analyse der
Rentenreform 1957 fehlte es nicht an Hinweisen, dass der
einzelne neben oder statt einer Sozialrente auch noch eigene
Vorkehrungen treffen muss, um eine wirklich befriedigende Al-
tersversorgung zu erzielen.

Im nachfolgenden Beitrag geht es zundchst um die zentrale
Fragestellung der Altersversorgungs- und Leibrentenproble-
matik, ndmlich ,Wie lange lebt der Mensch® — durchschnittlich
gesehen. Der Beitrag versucht, querbeet Wissenswertes und
weniger Bekanntes zur menschlichen Lebensdauer in Form
von Zitaten und Fundstiicken darzustellen, insbesondere aus
historischer Sicht.
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Menschliche Lebensspanne — ein Potpourri

Die FA.Z. versah in ihrer Ausgabe vom 18. August 2005 einen Artikel mit der Uberschrift Die Deut-
schen leben ldnger als gedacht: Lebenserwartung um rund zehn Jahre unterschétzt/Details der
Riester-Rente wenig bekannt. Diesem Beitrag war auBerdem zu entnehmen, dass auch die Exper-
ten der Deutschen Aktuarsvereinigung lange Zeit die Langlebigkeit der Deutschen zu gering an-
gesetzt haben. Der Abschluss eines Geschafts auf Leibrentenbasis mag manchem als eine Wet-
te vorkommen. Gewiss kommt dabei die Spekulation mit ins Spiel, da man nicht wei} wie lange
die Zahlungsverpflichtung besteht. Bei Geschaftsabschliissen auf Leibrentenbasis spielt die fer-
nere mittlere Lebensdauer eine wichtige Rolle. Es gibt gewisse Zahlen, die in gehaltvoller Kiirze ei-
ne Reihe von Tatsachen beschreiben. Zu diesen zdhlen die mittlere Lebenserwartung und die ihr
nahe stehende wahrscheinliche Lebensdauer. Diese GroBen lassen sich mit Hilfe einer Sterbeta-

fel gewinnen.

Exkursion in die Geschichte

Fragen zur Lebenserwartung reichen weit in die Vergangen-
heit zuriick. Ansatze, das Problem menschlicher Sterblichkeit
mit mathematischen Mitteln anzugehen, finden sich bereits im
17. Jahrhundert. Durch das Aufkommen von Leibrenten- und
Tontinenanstalten, Witwen- und Waisenkassen stellte sich die
Frage nach der mittleren und wahrscheinlichen Lebensdau-
er eines Menschen. So erstellte der beriihmte Astronom Ed-
mond Halley 1693 aus den von Caspar Neumann gesammel-
ten Daten eine Uberlebendentafel, die er auch auf Leibrenten
angewandt hatte. Dies war aber erst der Anfang einer langen
Entwicklung. Die &lteste bayerische Uberlebendentafel, die fiir
Vergleiche herangezogen werden kann, ist die fiir das Jahr-
zehnt 1891/1900 berechnete ,, Allgemeine bayerische Sterbe-
tafel“. Die erste bayerische Mortalitats-Tafel wurde ca. 1826
vertffentlicht (siehe ,Bayern in Zahlen* 5/2002). Nicht erfillt
hat sich die von Theodor Wittstein in seinem Buch Das ma-
thematische Gesetz der menschlichen Sterblichkeit (Han-
nover 1883) zum Ausdruck gebrachte Vision ,gleichwie der
Astronom jetzt aus wenigen Beobachtungen eines Gestirnes
dessen ganze Bahn berechnet, so auch dereinst aus der Be-
obachtung weniger Altersklassen mit Sicherheit eine ganze
Sterblichkeitstafel aufbauen zu kénnen.” (zitiert nach Emanu-
el Czuber). Bislang wurden Sterbetafeln aufgrund von Volks-
zéhlungsergebnissen angefertigt; die letzte Volkszahlung fand
1987 statt. Vorbei sind jene Zeiten, als der Konig sich hichst-
personlich die Ergebnisse seines statistischen Dienstes an-
sah. Gemeint ist hier Friedrich der GroBe. Als der ,Philosoph
von Sanssouci“ die ,Seelentabelle von 1769 mit der von

1756 verglich, erschien ihm die Bevélkerungszunahme falsch
registriert. Daraufhin befahl er, dass in Zukunft die Landréte
den statistischen Dienst personlich zu besorgen hétten (Ernst
Wagemann: Die Zahl als Detektiv). Schon in der Antike gab es
im Ansatz die heute vertretene Ansicht, dass man aus Beob-
achtungen sehr wohl induktiv zu neuen Erkenntnissen gelan-
gen kann. Lange bevor Edmond Halley (1656 - 1742) erst-
mals im Jahr 1693 eine Sterbetafel konstruierte, machte man
sich darliber Gedanken, wie die Lebensabschnitte abzugren-
zen sind bzw. gewisse Abldufe durch Altersjahre markiert wer-
den konnen. Beeindruckend ist das von Domitius Ulpian (um
170 - 228) stammende Modell Gber die Dauer von Leistungen
gegliedert nach Altersjahren. Mit der Zeitspanne von der Ge-
burt bis zum Tod hat sich der Mensch mit seinem Bewusst-
sein der Zeit schon immer auseinandergesetzt. Dem Thema
Lebensalter widmeten sich nicht nur philosophische Schrift-
steller, die Jurisprudenz oder Mathematiker. Auch in der Kunst
spielte die Lebensspanne des Menschen schon sehr friih eine
Rolle. Goethes Worte ,Gepragte Form, die lebend sich entwi-
ckelt“ umfasst das Menschenleben in seiner Gesamtheit (Ur-
worte. Orphisch, V. 8). ,Eine ganz besondere Stelle in den Kla-
gen (ber das Erdenleben nimmt das Alter ein.“ Dieser Satz
findet sich in der Schrift Zur Gesamtbilanz des griechischen
Lebens von Jacob Burckhardt (Herausgegeben von Otto Seel.
Stuttgart 1948, S. 54). Der bertihmte Physiker Werner Heisen-
berg (1901 - 1976) betonte in Gesprédche dber das Verhélinis
zwischen Biologie, Physik und Chemie (1930 - 1932) (In: Der
Teil und das Ganze, S. 126) die Kenntnis der Lebenserwartung
im Bezug auf Lebensversicherungsgesellschaften.
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Zeitlos sind die dem Lebensalter in der Antike

gewidmeten Schriften

Die romischen Schriftsteller Cicero (106 - 43 v. Chr) und
Seneca (um 4 v. Chr. - 65 n. Chr.) widmeten dem Alter eige-
ne Schriften.

Marcus Tullius Cicero setzte sich in dem Werk Cato maior de
senectute (Cato der Altere iiber das Alter) mit den Freuden
und Leiden des Alters auseinander. Cicero l&sst darin das Ge-
spréch tber das Alter den 84jahrigen Cato mit Scipio Africa-
nus und Gaius Laelius fiihren. Dieser Dialog, den Cicero im Al-
ter von 62 Jahren verfasste, zéhlt zu seinen besten Werken.
In seinen philosophischen Schriften vermittelt Cicero grie-
chisches Geistesgut. Plato (427 - 347 v. Chr.), Schiiler des
Sokrates (470 - 399), war Ciceros philosophisches Vorbild.
Cicero gehorte zu den bekanntesten Persénlichkeiten der ro-
mischen Geistesgeschichte. Durch seine Tatigkeit als Anwalt,
Politiker und Schriftsteller trat er wie kaum ein anderer an die
Offentlichkeit.

In der Schrift De brevitate vitae (Von der Kiirze des Lebens)
des philosophischen Schriftstellers und Dichters Lucius Anna-
eus Seneca soll vermittelt werden, dass das Leben nicht kurz
ist, sondern die Zeit nicht richtig gebraucht wird.

Sowohl Cicero als auch Seneca gaben in ihren Abhandlungen
zu bedenken, dass der Tod alle — ob jung oder alt — erfassen
kann. Cicero legte in seinem oben genannten Werk Cato folgende
Worte in den Mund: ,Wer ist indessen so tdricht, mag er auch
noch so jung sein, dass er es fir eine ausgemachte Sache hélt, er
werde bis zum Abend leben?“, vgl. Cato 67 (iibersetzt und hrsg.
von Harald Merklin. Stuttgart 1998).

Phanomen Lebenszeit (Tod)

Dass wir alle zum Tode verurteilt sind, 1asst sich der Genesis
(2,15 - 17) entnehmen: ,denn sobald du davon issest, musst
du sterben.*

Der Tod als biologisches Gesetz lieB schon die Alten sagen:
,Der Tod ist gewiss, seine Stunde ungewiss® (Mors certa, ho-
ra incerta).

Die Auseinandersetzung des Menschen mit dem Tod ist ohne
den Blick auf das Danach nicht denkbar. Im alten Agypten galt
in besonderer Weise die Aufmerksamkeit dem Schicksal nach
dem Tod. Die heutigen Verhdltnisse formulierte treffend Carl
Friedrich von Weizsdcker: ,Wahrscheinlich ist keine Menschheit

je dem Tode gegeniiber so ratlos gewesen wie die heutige.®

,Mors quid est? aut finis aut transitus“ (Der Tod — was ist
er? Entweder Ende oder Ubergang), so heiBt es bei L. Anna-
eus Seneca (um 4 v.Chr. - 65 n. Chr.), vgl. epistulae mora-
les ad Lucilium 65,24 (Briefe an Lucilius dber Ethik). Mit tran-
situs ist der Ubergang in ein besseres Leben gemeint. Cicero
driickt sich so aus: ... wir wollen vielmehr glauben, dass uns
ein Hafen und Zufluchtsort bereitet ist. (Tusc. Disp. 1,118).
Die Unterscheidung von Leib und Seele reicht weit zuriick. Im
Phaidon versucht Platon (427 - 347 v. Chr.) die Unsterblich-
keit der Seele zu begriinden.

Mit dem Phénomen Zeit befassten sich die Menschen schon
immer und damit waren wohl auch Fragen zur menschlichen
Lebensspanne verbunden. Im Bewusstsein der Menschen war
die Ungewissheit der Dauer eines menschlichen Lebens, wie es
in dem Spruch ,Nemo scit, quam longa vita sit futura“ ausge-
driickt wird. BewuBt war man sich dariiber, dass der Tod kei-
ne Altersstufe ausnimmt (,mortem omni aetati esse commu-
nem*), vgl. Cicero: Cato (68). Dies lange vor der beriihmten
lakonischen Einsicht von John Maynard Keynes (1883 -
1946): ,Langfristig sind wir alle tot.“ Seinen Ruhm verdankte
er dem Buch Die allgemeine Theorie der Beschéftigung, des
Zinses und des Geldes (1936).

In Platons (427 - 347 v. Chr.) Dialog Timaios (Die Weltschop-
fung) wurde schon die Lebensdauer des Menschen erortert:
Die Wahl fiel auf die kiirzere, doch edlere Lebenszeit anstel-
le einer langeren, doch unbedeutender hingebrachten Lebens-
spanne.

Zur Dauer des menschlichen Lebens duBert sich auch die Bi-
bel. Kurz und biindig heift es im Psalm 90,10: ,Unser Le-
ben wahret siebzig Jahre, und wenn es hoch kommt, sind es
achtzig.“

Das Leben in Babylonien war wie berall in der Antike —
aus heutiger Sicht — hart und kurz, so Michael Jursa in sei-
ner Schrift Die Babylonier. Nach seinen Ausfiihrungen hatten
Ménner eine Lebenserwartung von etwa 43 und Frauen von
etwa 37 Jahren. Michael Jursa beruft sich dabei auf Untersu-
chungen von Friedhofen.

Lebensabschnitte des Menschen
Nach der griechischen Mythologie tétete die Sphinx jeden, der
das Rétsel: Was ist am Morgen vierfiiBig, am Mittag zweifi-
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Big, am Abend dreifiiBig? nicht Idsen konnte. Odipus riet, dass
der Mensch gemeint sei, der als Kind auf Hdnden und FiiBen
kriecht, als Greis den Stock zu Hilfe nimmt.

Mit Lebensalter konnen auch die Abschnitte der korperlichen
und geistig-seelischen Entwicklung des Menschen gemeint
sein. Man unterscheidet das embryonale, das Sauglings-, Kin-
des-, Jinglings- (Jungfrauen-), Mannes- (Frauen-) und Grei-
sen- (Matronen-) Alter.

Seneca beschreibt die Lebensabschnitte folgendermaBen
(ep.12,6):

,Das ganze Leben besteht aus Abschnitten in Form von gréBeren
und Kleineren konzentrischen Kreisen: Einer ist es, der alle tibrigen
umfasst und umringt; dieser reicht vom Geburts- bis zum Todes-
tag; es gibt einen zweiten, der die Jugendjahre einschlieBt; ein
weiterer umspannt mit seinem Umfang die ganze Kindheit; hier-
auf folgt das Jahr als solches, welches alle Zeitabschnitte beinhal-
tet, aus deren Vervielfachung sich das Leben zusammensetzt; der
Monat wird von einem engeren Kreis umgeben; den engsten Zir-
kel hat der Tag, doch auch dieser kommt vom Anfang zum Ende,
vom Aufgang zum Untergang.

Lebensphasen in eine Rechenaufgabe gekleidet

Eine Textaufgabe erlangte beinahe eine klassische Beriihmt-
heit. Das Alter des griechischen Mathematikers Diophantos
kennt man deshalb, weil Abschnitte seines Lebens in der Form
eines algebraischen Ratsels beschrieben wurden. Er lebte et-
wa im dritten Jahrhundert nach Christus und starb im Alter
von 84 Jahren.

Mittlere Lebensdauer und Hdchstalter

In der Biologie unterscheidet man zwischen der durchschnitt-
lichen (mittleren) Lebensdauer der einzelnen Arten von Lebe-
wesen und der Hochst-Lebensdauer, die unter giinstigen Ver-
hdltnissen erreicht werden kann.

Der menschlichen Lebenszeit ist eine natiirliche Grenze ge-
setzt. Wo aber liegt sie? Diese Frage ist zu vielschichtig und
daher fast miiBig. Pauschal ldsst sie sich nicht festlegen.

Die Bestrebungen nach weiterer Streckung der menschlichen
Lebensspanne kann die Medizintechnologie befliigeln. Die
Endlichkeit des Menschen setzt aber auch der Medizin Gren-
zen. Was vergdnglich ist, unterliegt dem Prozess der Oxidation
(Aufnahme von Sauerstoff). ,Tod ist Ziel der Natur, nicht Stra-
fe“, so Cicero.

Carl. F. von Weizsdcker wies in seinem Buch Der Mensch in sei-
ner Geschichte darauf hin, dass auch der Alterungsprozess von
Individuen einen der Spezies niitzlichen artspezifischen ,vorge-
planten” Ablauf zu haben scheint. Die SZ versah in ihrer Ausga-
be vom 20./21. Februar 1999 einen Aufsatz des Molekularbio-
logen Mark Benecke mit der Uberschrift Der Tod bleibt immer
Sieger. Ein Abschnitt dieses Beitrags trug die Uberschrift ,Viel-
leicht gelingt es, den Takt der Lebensuhr langsamer zu stellen.
Sehr viel gewonnen ist damit nicht. Das Leben wird langer, aber
auch langweiliger.”

Hundert Lebensjahre im Menschenleben scheinen fiir Horaz
(65 - 8 v. Chr.) und fir Seneca ,Hochst- oder Traumgrenzen®
fur menschliches Leben gewesen zu sein. ,Ja, wer hundert
Jahre hinter sich hat, der ist alt und verdient Ansehen!* (Ho-
raz, ep. 2,1,35).

,Du bist, das sehen wir, an das Ende des Menschenlebens
gekommen; hundert Jahre oder noch mehr driicken dich.”
(Seneca, brev. 3,2). Centum annos complere (Volle hundert
Jahre alt werden) fand auch Eingang in Worterblicher (zum
Beispiel: Der kleine Stowasser).

Die heutigen Verhdltnisse geben folgendes Bild: Wahrend sich
die durchschnittliche Lebenserwartung in den letzten hundert
Jahren bei der bayerischen Bevolkerung verdoppelte, veran-
derte sich die maximal zu erwartende Lebensdauer (Alters-
jahr 100 plus durchschnittliche Lebenserwartung) nur unwe-
sentlich, vgl. ,,Bayern in Zahlen® 132.(55.) Jahrgang, 8/2001,
S. 303. Siehe hierzu auch Abb. 1.

Lebenserwartung in der Bevolkerungsstatistik

Beziiglich der ,Lebenslange” eines Menschen lassen sich drei

GroBen unterscheiden:

e (Gesamtlebensdauer, also die Lebensdauer eines Neuge-
borenen.

* Restlebensdauer einer x-jahrigen Person (auch fernere
mittlere Lebensdauer oder mittlere Lebenserwartung ge-
nannt).

e Schlussalter, also das maximal erreichbare Lebensalter.
In der Bevolkerungsstatistik wird heutzutage die durchschnitt-
liche Anzahl von Jahren, die ein Mensch wahrscheinlich lebt,
als Lebenserwartung bezeichnet. Berechnet wird sie anhand
von Sterbetafeln. Diese GroBe ist fiir den Aufbau einer Be-
volkerung ein wesentliches Kriterium. Die mittlere Lebenser-
wartung wird u.a. vom Lebensstandard und den gegebenen
sozialen Verhdltnissen beeinflusst und fallt daher regional un-
terschiedlich aus.

Beitrage zur Statistik Bayerns, Heft 538 | Statistik und Leibrente?

29



30

Abb. 1 Entwicklung der Lebenserwartung der Bevélkerung Bayerns von 1895 bis 2004*
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* Mittels Spline-Interpolation

Altersaufbau einer Bevilkerung

Unter dem Begriff Altersaufbau versteht man die Altersgliede-
rung einer Bevdlkerung. Das ist die Starke der einzelnen Al-
tersklassen zu einem bestimmten Zeitpunkt. Bei graphischer
Darstellung ergibt der Altersaufbau eines wachsenden Volkes
die Form einer Pyramide, wahrend der Altersaufbau eines
Volkes mit geringer Geburtenzahl die Glocken- und schlieBlich
die Urnenform erreicht.

Rat der Alten in Sparta

Im alten Griechenland nannte man die Altesten des Volkes Ge-
ronten. Schon der é&lteste griechische Dichter Homer, der im
8. Jahrhundert vor Chr. lebte, berichtete von ihnen. In Sparta
bildeten 28 (iber sechzig Jahre alte Geronten den Rat der Al-
ten (Gerusia), ein wichtiges Verfassungsorgan neben den bei-
den Kdnigen und finf Ephoren [die fiinf auf ein Jahr gewahiten
obersten Aufsichtsbeamten des alten Sparta].

Klagen eines beriilhmten Arztes iiber die Lebensdauer

Am Beginn der Aphorismen des beriihmten griechischen
Arztes Hippokrates (um 460 - 377 v. Chr.) stehen die Kir-
ze des Lebens und die Mdglichkeiten der érztlichen Kunst ge-
geniiber:

,Das Leben ist kurz, die Kunst lang, die Gelegenheit flichtig,
der Versuch geféhrlich, das Urtheil schwierig. Es muss aber
nicht allein der Arzt das N6thige thun, sondern auch der Kran-

ke, die Umgebungen und die &uBeren Umsténde.“ (W. Buchen-
wald. Die Aphorismen des Hippocrates. Nordlingen 1840).

Daran kniipft wohl der Famulus Wagner in Goethes Faust
an: ,Ach Gott! die Kunst ist lang, Und kurz ist unser Leben.”
(Faust, Der Tragddie Erster Teil 558).

In den Oden (Carmina) von Horaz (1,4,15) wird geklagt: ...
des Lebens kurze Spanne verbietet uns, Pléne fiir ferne Zeiten
anzuzetteln: ...“ (Ubers. von Will Richter).

Seneca zitiert den Ausruf des bedeutendsten Arztes' und
meint: ,Wir haben keine knappe Zeitspanne, wohl aber viel da-
von vergeudet. Unser Leben ist lang genug und zur Vollendung
der groBten Taten reichlich bemessen, ...“ (De brev. 1,1).

Hippokrates beschreibt auch den Eintritt des Endes des
menschlichen Lebens (Aphor. 8,18): ,Das Lebensende ist da,
wenn die Lebenswérme sich von unten in der Gegend des Na-
bels hinaufbegibt oberhalb des Zwergfelles, und alle Feuchtig-
keiten sich verzehrt haben.®

Im Zusammenhang mit der Hirnwut nannte Hippokrates auch
ein Alter: ,Die Uber vierzig Jahre alt sind, und die Hirnwuth be-

1 Hippokrates, Aphorismen 1,1.
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kommen, werden nicht leicht geheilt* (Aphor. 8,1). [Hirmwut
oder Hirnwuth“ weist etwa bis zum Beginn des 20. Jahrhun-
derts auf wahnhafte, delirante Zustande, hirnwiitig* entspre-
chend auf toll, wahnsinnig. (...) nach einer Auskunft von Prof.
Dr. Wolfgang U. Eckart.]. Hippokrates muss die Lénge eines
Jahres vertraut gewesen sein, da er den Wechsel der Jahres-
zeiten oft anspricht. In Kapitel 3 der Schrift Uber Luft-, Was-
ser- und Ortsverhéltnisse (vgl. Antike Heilkunst) kommt auch
das Auftreten von Schlaganféllen bei Menschen, die das Alter
von 50 Jahren Giberschritten haben, zur Sprache.

Abgrenzung von Lebensabschnitten nach Aristoteles
Aristoteles (384 - 322), Schiiler Platons und Erzieher Alex-
ander d. Gr,, nannte in seiner Schrift Politik (7. Buch) firr be-
stimmte Lebensbereiche Altersgrenzen. ,Die eigentliche Erzie-
hung aber ist in zwei Abschnitte zu teilen, in die Zeit vom 7.
Jahr bis zur Pubertét und in die von dieser bis zum 21. Jahr.*
Das richtige Lebensalter zur Ehe war fiir ihn: Frauen 18 Jahre
und Manner 37 Jahre (Ubersetzung von Franz Susemihl).

In Aristoteles Rhetorik heiBt es im 14. Kapitel: ,Der Korper er-
reicht seine Bliite zwischen dem 30. und 35. Lebensjahr, die
Seele aber um das 49. Lebensjahr.“ (Ubersetzung von Franz G.
Sieveke). In einer FuBnote bemerkt Sieveke hierzu u. a.: ,Als
dlteste uns bekannte Quelle kommt ein Fragment in Frage, das
Solon2zugeschrieben wird (Sol. Fr. 27 West). Danach wird die
Lebenszeit des Menschen auf 70 Jahre festgesetzt und diese
unterteilt in 10 Perioden von jeweils 7 Jahren. Die 5. Periode
stellt das heiratsfahige Alter fiir Madnner dar, in der 7. Periode
erlangt der menschliche Intellekt seinen Hohepunkt.®

Mindestalter romischer Beamter

In der rémischen Rechtsgeschichte finden sich Regelungen
iiber altersmaBige Voraussetzungen fiir bestimmte Amter.
Nach Gerhard Dulckeit hatte sich fiir die politische Laufbahn
eine rangmaBige Amterfolge herausgebildet, die im Jahr 180
[v. Chr] gesetzlich bestimmt wurde (fex Villia annalis). Ver-
mutlich wurde zugleich in diesem Gesetz ein Mindestalter fiir
die Ausiibung eines Amtes festgelegt. Seit Sulla galt:

Quéstur (Verwaltung der Staatskasse): 30 Jahre
Prétur (Zivilgerichtsbarkeit): 40 Jahre
Konsulat (Oberste Beamte): 43 Jahre.

Soistin Ciceros Schrift Laefius 11 (Uber die Freundschaft) zu
lesen: ,er hat das Konsulat niemals erstrebt und wurde doch
zweimal zum Konsul gewahlt — das erste Mal vorzeitig, das

zweite Mal fiir ihn zum rechten Zeitpunkt, fir den Staat beinah
zu spat, ...“ Die Rede ist hier von P. Cornelius Scipio Aemilia-
nus Africanus minor, der 147 vor Chr., im 36. Lebensjahr, vom
Volk einstimmig zum Konsul gewéhlt wurde, obwohl er sich
fiir dieses Jahr nur um die Adilitdt [Adilen waren Beamte, die
die Ordnungs-, Markt-, Sitten- und Gesundheitsbehdrde ver-
traten] beworben hatte. Als Konsul erhielt er den Oberbefehl
im Krieg gegen Karthago, das er 146 eroberte.

Kaiser Augustus (63 v. Chr. bis 14 n. Chr.) hatte manche Am-
ter bereits vor dem gesetzlich vorgesehenen Zeitpunkt innege-
habt; vgl. Sueton Augustus 26. Im alten Rom war (ibrigens je-
der freie Biirger vom 17. bis 60. Lebensjahr wehrpflichtig.

Alterseinteilung nach dem rdmischen Privatrecht

Die Einteilung der Menschen nach dem Alter aufgrund des
(alt)rémischen Privatrechts zeigt Abb. 2, vgl. Adolph K. von
Hartitzsch: Das romische Privatrecht ... . Leipzig 1831.

Altersbereich fiir Erwerbsféhigkeit und Heirat

im Romischen Reich

Im Zusammenhang mit der Gewerbesteuer findet sich bei Joa-
chim Marquardt (Rémische Staatsverwaltung (1957) Bd. 2,
S. 199) folgender Eintrag: ,und das tributum capitis, welches
die Romer in Syrien erhoben, kann auch nur eine Steuer von
dem Erwerbe gewesen sein, da zu ihm nur Manner von 14 bis
65 und Frauen von 12 bis 65 Jahren, also erwerbsféhige Per-
sonen herangezogen wurden.“ Marquardt bezieht sich dabei
auf Ulpian: Dig. 50, 15, 3.

,Unter dem Konsulat von Ser. Galba und L. Sulla wéhite der
Caesar nach langen Uberlegungen, wen er fir seine Enke-
linnen® als Eheménner bestimmen solle - sie standen im hei-
ratsfahigen Alter -, L. Cassius und M. Vinicius aus.; vgl. Ta-
citus, Ann. VI,15.

Sueton berichtete, dass der rdmische Kaiser Augustus (63 v.
Chr. bis 14 n. Chr.) die Ritterabteilungen hdufig einer Priifung un-
terzog. So erwéhnte Sueton auch: “bald darauf erwies er denen,
die lter als 35 Jahre waren, die Gefélligkeit, das Pferd abzuge-
ben, wenn sie es nicht mehr behalten wollten.“ (Aug 38,3).

2 Solon (etwa 640-561 v. Chr.) war ein athenischer Gesetzgeber. Zu den in
594 v. Chr. durch ihn veranlaBten Reformen gehdrten u. a. eine Einteilung
der Biirgerschaft in vier Vermdgensklassen (Timokratie).

3 Drusilla und lulia, Drusilla damals 15 Jahre, lulia Livilla 14 Jahre alt, beide
Tochter des Germanicus.
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0 Der S3ustand des Alters (status aetatis).
1) Cintheilung der Mengchen indHingicht
ibreg Alters in
o) Minderjihrige (minores), dicjenigen, welche dag
fiinfund gmangigste Fabrtnoch nicht guriickgelegt
haben. Diese werden wiederum eingetheilt in
a)) Kinder Gnfantes), welche dasg siebente Fabr noch
nicht erreicht, und
bb) Solche, welche das siebente Tabe {ibeschritten haben
(infantia majores). Diese kinnen genn:
aa) Unmiindige (impuberes) oder Manns-
petrsonen, welhe noch nicht vierzehn, und
Weibspergonen, denochnicht 3wolf Jahre
alt. Sie wetden
aaa) infantiae proximi genannt, wenn die Manns-
person noch nicht 3ehn und ein halbes, die Weibs
pergon noch nicht neun und ein halbesd TJabhre
alt i8t, und
bbb) pubertati proximi, sobald sie diese Jabre iiber-
gchritten baben ™).
BP) Miindige (puberes), judenen Manngper
gonen von jutiickgelegten viergebhn,
und Weibsperdonen von 3wilf Jabhren
geboren.
Diese Miindigheit (pubertas) wird
eingetheilt in

aaa) Die unvollhommene Miindigheit
(pubertas minus plen a), welche $o lange
dauett, alg Mannsdgpersonen noch nicht
achtzebhn Weibspersonen noch nicht
vietzehn FTabhre altsind, nachher tritt

bbb) Die vollkommene Miindigheit
(pub. plena) ein.

) LVolljihrige (GroBjahrige, majores),
welche Dag fiinf und jmwangigste Jabr erreicht
haben. Diese $ind nun wiederum entweder

an) Junge Personen, welche noch nicht echzig
Fabre alt, und

bb) Alte Personen, welche diese Jabre iiberschritten haben™).

2) Aug dem Sustande des Alters entdpringen-
derechtliche Srundsdatsze.
o) Handlungen der Kinder Rinnen weder Rechte noch

Berbindlichkeiten bewirken.

S Istoonder Miindigheit im Allgemeinen die

Yede, o witd dieunvo [[kommene darunter verstanden”™).

) Alten Personen stehen gewisse an den gehirigen Orten
erodbhnte Borrechte 3u.

90) Dieses ist die gewidhnliche Annabhme. Richtiger wird dieser Unterschied nach der
Beschaffenbeit der Leibes- und Seisteshedfte des fraglichen Subjehts bestimmt.—

I ZThidaut Ueber die Senectus. ech. f. d. civilist. Prax. Bd. VIIL . 11
Q. 74 fgg.) —

92) Bei ausgesetzten Alimenten aus besonderer Begiinstigung die
pollRommene —

Abb. 2 Abschrift aus: Hartitzsch, Adolph K. von: Das rémische Privatrecht. Leipzig 1831, S. 38.

Begrabnislisten im Romerreich

Zur Zeit des romischen Kaisers Nero (37 - 68) wiitete eine Pest,
die im Laufe eines Herbstes mit 30 000 Begrébnissen die Rech-
nungsbiicher der Libitina (rémische Gottin des Begrabniswe-
sens) fillte; vgl. Sueton Nero 39. Was stand im Vordergrund
der Listenfiinrung? Das Alter der Verstorbenen oder die Kontrol-
le tiber die Entrichtung der Abgabe?

Das Modell von Ulpian zur Dauer von Leistungen in
Abhéngigkeit vom Alter

Der romische Jurist Domitius Ulpianus (um 170 - 228) schuf ei-
ne Regel, die fiir bestimmte Altersgruppen eine zeitliche Begren-
zung von Leistungen (Alimente, Legate) vorsah. Mit diesem Mo-
dell sollte wohl der mutmasBlichen Lebenserwartung Rechnung
getragen werden. Hier zeigt sich der Sinn der Romer fiir prak-
tische Lésungen. Uberhaupt gehért die Ausbildung des Rechts-
wesens zu den bleibenden Leistungen des Romertums.

Ulpian, ein Schiler von Aemilius Papinianus, gewann unter Kai-
ser Alexander Severus (reg. 222 - 235) als Praefectus praetorio
maBgebenden Einfluss auf die Leitung des rémischen Staates.

Die von Ulpian geschaffene Regel fand 300 Jahre spater Auf-
nahme in die vom ostrémischen Kaiser Justinian (483 - 565)
veranlasste Gesetzessammlung corpus iuris. Mit diesem gro-
Ben Gesetzeswerk gab Kaiser Justinian, der Erbauer der Hagia
Sophia, dem Rechtsleben eine feste Grundlage. Wahrend mit
der Absetzung des Romulus Augustulus durch Odovakar das
westrémische Kaisertum endete, kam das Ostreich (Byzanti-
nisches Reich) unter Justinian zur Bliite.

Eine Fortentwicklung des romischen Rechts im Abendland
setzte erst mit den italienischen Glossatoren (12./13. Jahr-
hundert) ein. Irnerius (auch Wernerius) griindete um 1100 in
Bolgona die Schule der Glossatoren. Sie machten das Corpus
iuris civilis durch Randbemerkungen (Glossen) verstandlich,
schieden Unbrauchbares aus und schufen so die Grundlagen
des Gemeinen Rechts (nach Brockhaus).

Die erste Gesamtausgabe des corpus iuris civilis gab 1583 Dio-
nysius Gothofredus (1549 - 1622) in Genf heraus.

Die erwéhnte Regel von Ulpian findet sich in den Digesten
35.2.68, siehe Abb. 3 und Tabelle 1.
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Tab. 1

Dauer von Leistungen in Abhéangigkeit vom Lebens-
alter nach Domitius Ulpianus (um 170 bis 228)
Aetas Quantitas alimentorum
(Alter) (Dauer des Kostgelds in
Jahren)*
(1) bis unter 20..........ccovenee. 30
20 bis unter 25 28
25 bis unter 30 25
30 bis unter 35 22
35 bis unter 40.........cccccveueee. 20
40 bis unter 41.......cccoevveneen. 19
41 bis unter 42........cccccvvvvne. 18
48 bis unter 49.........ccccevneee. 11
49 bis unter 80.........ccceveneee. 10
50 bis unter 85........cccceveunnee. 9
55 bis unter 60.........ccccevevee. 7
60 oder alter 5
* Anmerkung: Wilhelm Rein erkldrt Alimentenobligation mit
,Notige Mittel zum Lebensunterhalt”.

Hier die Ubertragung ins Deutsche von Frau Dr. Hildegard

Lorenz:

»2Aemilius Macer im zweiten Buch zum zwanzigsten Gesetz

liber die Erbgiiter.

Nach Ulpian gibt es fiir die Erstellung einer Berechnung bei

den Kostgeldern das folgende Modell:

e vom ersten Lebensjahr bis zum zwanzigsten Jahr wird ei-
ne Kostgeldmenge fiir dreiBig Jahre berechnet und fiir diese
Menge wird durch die Lex Falcidia (das Falcidische Ge-
setz) gebiirgt,

e aber von zwanzig Jahren bis zum flinfundzwanzigsten
Jahr soll eine Kostgeldmenge fiir achtundzwanzig Jahre,

 von fiinfundzwanzig bis dreiBig Jahren eine Kostgeldmen-
ge fiir flinfundzwanzig Jahre,

 von dreiBig bis fiinfunddreiBig Jahren eine Kostgeldmen-
ge fiir zweiundzwanzig Jahre,

» von flinfunddreiBig bis vierzig Jahren eine Kostgeldmen-
ge fiir zwanzig Jahre berechnet werden,

* von vierzig bis fiinfzig Jahren soll eine Berechnung fiir so-
viel Jahre erfolgen, wie dem Alter dessen zum sechzigsten
Lebensjahr fehlen werden, wenn man ein Jahr nachgelas-
sen hat.

e Aber vom fiinfzigsten bis zum fiinfundfiinfzigsten Jahr
soll eine Kostgeldmenge fiir neun Jahre,

¢ von fiinfundfiinfzig Jahren bis zum sechzigsten Jahr eine
Kostgeldmenge fiir sieben Jahre berechnet werden

e und ab sechzig Jahren soll eine Versorgung fiir finf
Jahre angesetzt werden, unabhdngig vom Alter.

Nach Ulpian gebrauchen wir dieses Recht und missen an-
hand dessen (demgemadB) die Berechnung des NieBbrauchs
erstellen.

Trotzdem war es aber bisher gebrauchlich,

e vom ersten Lebensjahr bis zum dreiBigsten Lebensjahr ei-
ne Berechnung fiir dreiBig Jahre anzustellen,

e aber ab dreiBig Jahren eine Berechnung fiir so viele Jahre
zu veranschlagen, wie zum sechzigsten Jahr zu fehlen
scheinen. Also wird niemals (ber eine Berechnung von
dreiBig Jahren hinausgegangen. Und so erfolgt schlieB-
lich, auch wenn der NieBbrauch des Staates festgesetzt
werden soll, sei es auf einfache Weise oder zu Spielen
(ad ludos), ebenfalls eine Berechnung fiir dreiBig Jahre.”

Bis Edmond Halley im Jahr 1693 eine eigentliche Absterbe-
ordnung vorlegte, dauerte es noch fast 1 500 Jahre.

Beginn des Modells von Ulpian

Die mit dem Modell von Ulpian getroffenen Annahmen zur Le-
benserwartung der Altersgruppen lassen sich nicht in eine Ab-
sterbeordnung umsetzen.

Nicht eindeutig ist, mit welchem Altersjahr das Modell begin-
nen soll. ,a prima aetate“ kann durchaus mit ,vom ersten Le-
bensalter” oder ,von der Geburt“ iibersetzt werden. Diese Fra-
ge soll hier nicht geldst, aber aufgeworfen werden. Wollte man
sich diesem Fragenkomplex widmen, dann miissten folgende
Punkte Beriicksichtigung finden:

¢ Die hohe Geburtensterblichkeit spricht eher fiir die Fas-
sung ,,vom ersten Lebensjahr*.

e Spielte damals das Recht iber Leben und Tod (ius vitae ac
necis) noch eine Rolle?

e Zur Anerkennung eines Neugeborenen: Der Vater hob das
Neugeborene auf als Symbol, dass er es anerkennen und
erziehen wolle. Cicero beschreibt diese Handlung wie
folgt: ,Jetzt aber, sobald wir geboren und in die Gemein-
schaft aufgenommen sind ..“ (Tusc. disp. 1ll,1,2).

e War die Kindesaussetzung noch von Bedeutung? Der
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68  AEMILIUS MACER libro secundo ad legem uicesimam hereditatium. Compu- [B.41,1,67 Ef
tationi in alimentis faciendae hanc formam esse Ulpianus scribit, ut a prima aetate usque
ad anpum uicesimum quantitas alimentorum triginta annorum computetur eiusque quanti-
tatis Falcidia praestetur, ab anonis uero uiginti usque ad annum uicesimum quintum an-
norum uiginti octo, ab annis uiginti quinque usque ad annos triginta annorum uiginti
quinque, ab annis triginta usque ad annos triginta quinque annorum uiginti duo, ab annis so
triginta quinque usque ad annos quadraginta annorum uiginti. ab annis quadraginta usque
ad annos quinquaginta tot annorum computatio fit, quot aetati eius ad annum sexagesimum
deerit? remisso uno anno: ab anno uero quinquagesimo usque ad annum quinquagesimum
quintum annorum nouem, ab annis quinquaginta quinque usque ad annum sexagesimum
annorum septem, ab annis sexaginta, cuiuscumque aetatis sit, annorum quinque. eoque 35
nos iure uti Ulpianus ait et circa computationem usus fructus faciendam. solitum est
tamen a prima aetate usque ad annum trigesimum computationem annorum triginta fieri,
ab annis uero triginta tot annorum computationem inire, quot ad annum sexagesimum
deesse uidentur®. numquam ergo amplius quam triginta annorum computatio initur. sic
denique et si rei publicae usus fructus legetur, siue simpliciter siue ad ludos, triginta 40
1 annorum computatio fit. Si quis ex heredibus rem propriam esse contendat, deinde
hereditariam esse conuincatur, quidam putant eius quoque Falcidiam non posse reti-
neri, guia. nihil || intersit, subtraxerit an hereditariam esse negauerit: quod Ulpianus recte f. 106
improbat.

F(DEQICK)

! ita si nihil supersit ins.
annorum quinque ins. (u. i.)

2 deerunt (Brencmannus)? * ab annis autem sexaginta

8 sit quinquagint'a’ F?' 10 nam) F? cum
B (Anon.): 10 AraTon EppwTal Kai PaAkidion
ynoméneic et BS (Cyr.), non F* 19 infirma-
buntur /' 24 legi F 32 tot] t'ot’ F?', om.
DEQICK: TocoYTwN ETON H AMOTIMHCIC [iNe-
Tal, OCOI A€iTOYCI TH HAIKiA TOY AHraTapioy, iNa
TENHTAI TIENTHKONTA ennéa B (Anon.) 38 ab

annis mero seq.] MeTa A€ TPIAKONTA ETH € T
A€ITIEI TN EZHKONTA® META A€ EZFKONTA €iC TIENTE
BS (Cyr.), and A& To¥ TpiakocToy Ewc ToOY
€ZHKOCTOY TOCOYTWN, acot Aeimoyc Tc;s AH[FATA=
Pig €iC TO [ENECOAI AYTON EZNKONTA ETON' €
A€ YTEP TA EZNKONTA €TH ECTIN, €iC TENTE ETH
anotimatar B (Anon.) 41 fit om. F?

Abb. 3 Ubersetzung siehe Seite 33, Aus: lustinianus ,Imperium Byzantinum, Imperator, |.“: Digesta lustiniani Augusti / recognovit adsumptio in operis societatem
Paulo Kruegero Th. Mommsen. Vol. Il. Editio altera lucis ope expressa. Berolini MCMLXIII [1963] Apud Weidmannos.

griechisch-romische Arzt Galenus (129 - 199) stellte in
seinem Werk Uber die Verfahrensweisen beim Sezieren
(Buch Ill, aus Kap. 5) fest: ,Auch durch hdufiges Sezie-
ren toter ausgesetzter Kinder kamen viele zu der Uberzeu-
gung, dass der Mensch denselben Korperbau habe wie
der Affe.“; vgl. Antike Heilkunst, S 108. Galen hatte auch die
Erkenntnisse von Herophilos iiberliefert, der in der ersten
Hélfte es dritten Jahrhunderts v. Chr. bereits anatomische
Untersuchungen vornahm. Ein bedeutender Anatom war
Erasistratos (1. Halfte des 3. Jahrh. v. Chr.). Mondino de
Luzzi zergliederte 1306 oGffentlich einen menschlichen
Leichnam.

e Verbleibt schlieBlich noch der damalige Umgang mit MiB-
bildungen bei Neugeborenen. In Ciceros Schrift De Legi-
bus (Die Gesetze) stoBt man unter Ill, 19 auf: ,Deformi-
tatem puer” (das auffallend miBgebildete Kind). Welche
Bestimmungen das rémische Privatrecht fiir fehlerhafte
Geburten vorsah, kann einer von Adolph K. v. Hartitzsch
(Das rémische Privatrecht ...) stammenden Ubersicht
entnommen werden.

Offen bleibt, worauf sich die Regel von Ulpian zur ,Lebenser-

wartung® stiitzt. Vielleicht beruhen sie auf statistischen Erhe-

bungen. Nachfolgend einige Anmerkungen zu Volkszéhlungen

im Altertum.
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Exkurs: Volkszahlungen in der Antike

Von Volkszéhlungen wird im Alten Testament berichtet (Num
1,46 und 2 Sm 24,5 - 9). An dieser Stelle ein grober Streifzug
zu den Erhebungswerken in vormaliger Zeit. Schon in friiher
Zeit bestand von Seiten des Staates ein Interesse an Bevolke-
rungszahlen. Dies nicht nur um die Biirger zu behiiten, son-
dern auch um sie zu besteuern und zum Kriegsdienst zu ru-
fen. Es gilt als sicher, dass im Mari-Reich am Euphrat bereits
um das Jahr 2 000 v. Chr. Erhebungen fiir Zwecke der Besteu-
erung und des Militéardienstes gangig waren. Dass die Steu-
ern schon immer einen hohen Stellenwert einnahmen, zeigt
eine aus Agypten stammende groBe Schriftrolle mit Steuerein-
schétzungen (Wilbour-Papyrus); vgl. Cornfeld, Gaalyahu: Von
Adam bis Daniel. Wiirzburg 1962, S.115.4

Eine Vermdgensschatzung diirfte auch bei jener Aufzeichnung
im Vordergrund gestanden haben, von der im N.T. bei Lukas
2, 2 berichtet wird. Wie auch immer: Der Census im Jahr 6
n. Chr. ist es, auf den sich Lukas zu beziehen scheint. Judaea
fiel damals an Rom; ein Konigreich wurde zur Provinz. Der
jidische Geschichtsschreiber Flavius Josephus (geb. 37 n.
Chr.) berichtete, dass Quirinius (ein gewesener Konsul) vom
César [Kaiser Augustus] gesandt worden ist, um Syrien und
Judaea einzuschétzen und des Archelaus Giiter zu verkaufen
(Ant. Jud. 17,13 und 18,1). Judas der Galilder beredete das
Volk, sich der Einschatzung zu widersetzen und so kam es zu
einem heftigen Aufruhr. Hierliber wird auch in der Apostelge-
schichte 5,37 berichtet. Dieser regionale Zensus hatte sich
wegen der dramatischen Begleiterscheinungen wohl sehr tief
in das Geddchtnis der Menschen eingeprdgt und lieB vermut-
lich die Erinnerung an die friiheren Zahlungen verblassen.

Kaiser Augustus zahlt in seinem ,Tatenbericht* (res gestae 8)
die drei in seiner Regierungszeit durchgefiihrten Zensen® auf;
28 v. Chr.,, 8 v. Chr. und 14 n. Chr. Der zweite Zensus war es
wohl, an den die Weihnachtsgeschichte erinnert. Der Gster-
reichische Astronom Konradin Ferrari d’Occhieppo ist iiber-
zeugt, dass der Stern von Bethlehem der Planet Jupiter war, der
im Jahr 7 v. Chr. eine nahe und lang andauernde Begegnung mit
dem Planeten Saturn hatte. Konig Herodes der GrofBe verstarb
irgendwann im Friihjahr 4 v. Chr.

Erstaunen ldsst der Bericht von Plinius d. A. (Vat. Hist. VII)
liber die letzte Volkszéhlung, welche die beiden Kaiser Vespa-
sian Vater (reg. 69 - 79) und Sohn (reg. 79 - 81) als Censoren
durchfiihren lieBen. Gemeint ist die ,Haufigkeitsverteilung®
nach Altersjahren flir den achten Bezirk Italiens; 54 Personen

35

mit 100 Altersjahren, 2 Personen mit 125 Altersjahren, 4 Per-
sonen mit 130 Altersjahren usw. Ob die Altersangaben zutref-
fen, sei dahingestellt. Bemerkenswert ist aber die Gliederung.

Hochstpreisedikt von Diokletian: Preise fiir Sklaven

Nach romischem Recht war es nicht statthaft, auf das Leben
eines freien Biirgers einen Geldbetrag auszusetzen. Beach-
tenswert ist, dass im Hochstpreisedikt des romischen Kaisers
Diokletian (reg. 284 - 305) die Preise fir Sklaven nach Alters-
gruppen und nach dem Geschlecht festgesetzt wurden. Derim
Pergamonmuseum Berlin gezeigte Ausschnitt aus Diokletians
Hochstpreisedikt vom Jahr 301 n. Chr. wurde erst durch einen

78 Das XY Capleel

warfeit dbereint=effen: defi man fHiebet nicht in geny
enauer proportion, obernady gebrochenen jahlen,
flnh fievaus entftefet nun folgende cabelle. Nem

L

fBon hunbdere fierben die erfton fechs jafr
inden folgenden jeh-n jafren/ oder Decade
in ber anbern Decade
in ber dritten Decade
Inber vierdten
inber fiinfiten
fnder fedbfien
fubder ficbenden
fn ber folgenden

24
%
(
4
3
3
1

10 Daraus folget / baf von ben Bundere gebofrs

nennody am Ieben find

guende bes fechften jafres 64
bes fechjehenben jafires 40

Des fechs und groangigfien
des fechg und drepfigfien
bed fecdhsund viergigfim
dee feche und funffigften
bes fechs und fechgigfien
bes feche und fiebengigften
bes adhfsiaften jahres

i Yngleichen folget/ dafnodh 40 vonfunbert

O mw S 58

b

ber fechjehen jafie alt [ebendig find / vomallen fo em-
pfangen roorden  und a5iiber Jechs und jreangig jafe
alt; und fo weirer/ wic aus obiger tabelle ju fehen.
Derowegen find ifrer 40 weniger fechs/ jwifchen
16unb 56 jahren alr/ dbasifi/ 34 : ober jioifden .::

Abb. 4 Aus: Graunt, Johannes: Natiirliche und politische Anmerckungen tber
die Todten-Zettul der Stadt Londen ... . Leipzig 1702.

4 Die agyptischen Steuereinnehmer verfigten iiber eine Formel fiir das Fassungsver-

mogen eines zylindrischen Kornspeichers.

5 Die unter Augustus durchgefiihrten Volkszéhlungen wurden straBenweise vorge-

nommen, vgl. Sueton: Augustus 40,2.
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Inschriftenfund vom Jahr 1970 bekannt. In tabellarischer Form
ergibt sich folgendes Bild:

Uber die Preise der Sklaven nach dem Hachstpreisedikt
von Diokletian aus dem Jahr 301

Altersgruppe Preise in Denar
in Jahren mannlich | weiblich
jingerals 8 ... 15000 10 000
8 bis 16.. 20000 20000
16 bis 40.. 30000 25000
40 bis 60 .. 25000 20000
60 oder &lter ........ccoverrvernenns 15000 10 000

Quelle: Pergamonmuseum Berlin (Miinzkabinett) - Ausschnitt aus Diokletians Hochst-
preisedikt vom Jahre 301 u.Z. Vom Markt in Aizanoi in Phrygien (Cavdarhisar). Kopie.

Weiter heift es: ,Fir einen Ausgebildeten kann nach Ge-
schlecht, Alter und Art der Fahigkeiten zwischen dem Kéufer
und dem Verkaufer ein Preis bis zu der Hohe vereinbart wer-
den, dass das Doppelte des amtlichen Sklavenpreises nicht
tiberschritten wird.*

Erste Absterbeordnung von Graunt

John Graunt (1620 - 1674) suchte als Erster aus Londoner
Geburts- und Sterbelisten zu GesetzmaBigkeiten der Bevélke-
rungsbewegung zu gelangen. Im Jahr 1662 publizierte Graunt
seine Natural and Political Observations Made upon the Bills
of Mortality. Er hatte Aufzeichnungen iber die Sterbefalle in
London gesammelt und fertigte eine Tabelle Gber das Abster-
ben. Sie ist die erste bekannte ,Absterbeordnung®, die aber
mehr auf Uberlegungen als auf Beobachtungen beruhte. Die-
se Aufstellung diente einigen fiir weitere Untersuchungen, wo-
bei den Anwendern nicht bekannt war, dass die Tabelle von
der Wirklichkeit abwich. Die von Graunt entworfene Tabelle
liber das Absterben findet man auch in der in deutscher Spra-
che gedruckten Schrift Natiirliche und politische Anmerckun-
gen (iber die Todten-Zettul der Stadt Londen, Leipzig 1702 (s.
Abb. 4). Abbildung 5 zeigt einen Ausschnitt aus diesem Werk.

Lodewijk Huygens hatte bereits die Idee, dass diese Anga-
ben von Graunt sowohl fiir die Berechnung von Leibrenten als
auch zur Bestimmung der Lebenserwartung verwendet wer-
den konnten. Dariiber korrespondierte er 1669 mit seinem be-
rihmten Bruder Christiaan.

Jakob Bernoulli betonte die Notwendigkeit von
Sterbetafeln

Jakob Bernoulli (1655 - 1705)8 machte auf die theoretische
und praktische Wichtigkeit der MutmaBungskunst aufmerk-
sam. Er betrachtete nicht nur Gliicksspiele, sondern er wandte
die Grundsétze der Wahrscheinlichkeitsrechnung auch auf To-

e A e
& R W OO e s
AR R

RNatirlidye und Politifche

gEnmerdungen
fiber dic todtenszettul,

HA A B0 E B0 S
Das I Eapitel

Bon den todten-settulny ibrem
anfang und fortgang,

e eriten modbentlidecontinuirenben
Todeenyertul/ fotn den Pirchens
= *udbern oerbanben find/ fanaen iy
gf“.;‘ dn ben 19 Decemb. bm jabr td03/ wele
&) ches bad erfle jab: ber eegierung Rénigs

Jacobs ijt: Won meldee yeit an man
W:&entlide rednungen dever rodeen und eiuffe
linge aehalten fat.  Eo it mol mwabe s baf direre
iettul vorbanden find/ nemlidh vénanno 1191 1504
tis4: allein e8 1ft Ble ortaung derfelben von anno
W4 B 1504 fo vielfdltig unterbrodens bofi idh Pele
™ grugfame nacdheidt barous nehmen Ménnen.
Danenbiero Iy ben denencechaungen / wekde vow
1220180) In gurer orbrung auff cnander folgens abe
la getlichen bin / als bie mig jualemeem/ woju

A idy

Abb. 5 Aus: Graunt, Johannes: Natiirliche und politische Anmerckungen
iiber die Todten-Zettul der Stadt Londen ... . Leipzig 1702.

desfélle an. So befasste er sich mit der Schétzung von Sterbe-
wahrscheinlichkeiten und Lebenserwartungen. Ihn interessierte
u. a. die Wahrscheinlichkeit, dass eine junge, gesunde Frau frii-
her sterben wird als ein bedeutend &lterer Mann. Dabei gelangte
er zu der Erkenntnis, dass Sterbewahrscheinlichkeiten nicht a
priori berechnet, sondern nur aus Erfahrung geschétzt werden
kénnen und dazu benétigt man Sterbetafeln. Sein fiir die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung bedeutsames Werk wurde 1713 post-
hum verdffentlicht. Der Titel dieser Schrift lautet: Ars conjectan-
0i (Kunst der MutmaBung), opus posthumum.

Der Astronom Edmond Halley verdffentlichte 1693

eine erste Sterbetafel

Neue Wege zur Sterblichkeitsmessung und der Bewertung von
Leibrenten beschritt der beriithmte Astronom Edmond Halley

6 Geboren am 6. Januar 1655 [27. Dezember 1654 alter Stil]
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(1656 - 1742). In den Philosophical Transactions 17, pp. 596
- 610 erschienen 1693 seine Ausfiihrungen zur Sterblichkeit
der Menschheit, deren Titel Abb. 6 zeigt.

Der Titel dieser Schrift lautet (ins Deutsche iibertragen von
Peter Dotzauer): ,Eine Schdtzung des Grades der Sterblich-
keit der Menschheit, hergeleitet von wunderlichen Tabellen der
Geburten und Begrdbnisse in der Stadt Breslau; mit dem Ver-

An Eftimate of the Degrees of the Mortality
of Mankind , drawn from enrions Tables
of the Births and Funerals at the City of
Breflaw 5 with an Attempt to afcertain the
Price of Annuities upon Lives. By Mr. E.
Halley, R.8.5.

Abb. 6 Aus: Philosophical Transactions, 17 (Numb. 196).
London 1693. p. 596 - 610.

such, den Preis der Rente auf Leben festzusetzen. Von Hrn. E.
Halley, R.S.S.”

Halley stiitzte sich auf Verzeichnisse tiber Geburten und To-
desfalle der Stadt Breslau. Dort wurden das Alter und das Ge-
schlecht der Verstorbenen schon aufgezeichnet. Halley hielt
fir seine Untersuchung die auf Breslau bezogenen Daten fiir
geeigneter als jene Unterlagen, die London betrafen. Das von
Halley ausgewertete Datenmaterial stammte von dem Geist-
lichen und Gelehrten Caspar Neumann. Dieser sandte die Er-
gebnisse seiner Untersuchung an Leibniz. Durch Henry Justell
kamen diese Daten Halley zur Kenntnis.

Abb. 7 zeigt die erste Sterbetafel oder Uberlebendentafel (Ab-
sterbeordnung), deren Konstrukteur Halley ist. Die Uberschrift
wurde von Peter Dotzauer ins Deutsche tibertragen: ,Diese Ta-
belle zeyget dazu beygefiiget die Anzahl der Personen, welche
im gegenwadrtigen Alter leben, wie folget:“ Halley bemerkte zu

~ This Zable does thew the mumber of Perfons that
are living in the 4ge current annexed thereto, as fol-

lows :
. [Per- [Age. [Per-, Age. Per- x Perices.
R o 8, [l T g oy Ba(Ee] Agere Aee
s 8 |680 1¢ !628] 22 ﬁg-ﬁﬁﬁ?_ﬁ? 7 5547
2 9 [670] 16 l622| 23 |579] 30 [s31] 37 492 14 4384
3| 798] 10 661| 17 616| 24 [s73| 31 [sag| 38 [gag] 25 4370
4 53 18 610 25 (567! 32 [sus| 39 lgs4 o
] 12 64ﬁ| 19 |6og4) 26 |s6of 33 |s09] 40 |44 ’: =
§ 40/ 20 1598 37 1553 34 |499] 41 |436) 4> 317
L6921 14 636! 10 |55 28 [s46] 35 lasal a2 [4ar! 45 2799
- Age.iPer.| Age|Per- Per-| Age.
. e o B e e e Rl &5 g
346, 57 273| 64 [202] 7 1311 78 | s8] 97 dp:
335 58 |262] 65 |192] 92 [120 79 149 84 233
324| 59 2352| 66 |182) 73 |109| 80 | 41{100 107
313 6o (242] 67 [172| 74 | 98| 81 3
302) 61 |232) 68 |162| 7¢ | 88 82 23 34000
292| 62 1222| 69 |152| 76 | 78| 83 23 e e
282] 63 212 70 l143| 77 | 68! 84 | 20/ Sum Toral,

Abb. 7 Aus: Philosophical Transactions, 17 (Numb. 196). London 1693. p. 596-610.
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dieser Tabelle, dass ihre Verwendung vielféltig ist. Nachfol-
gend werden einige Ausschnitte aus seinem Werk hier wie-
dergegeben.

»2Anwendung Ill. Aber wenn es gefragt sei, nach welcher An-
zahl von Jahren eine fiinfzigprozentige Aussicht besteht, dass
eine Person beliebigen Alters sterben wird, bietet es diese Ta-
belle sogleich dar: Denn wenn die Anzahl der lebenden Per-
sonen des vorgegebenen Alters halbiert wird, dann wird man
in der Tabelle finden, bei welchem Jahr die genannte Anzahl
durch die Sterblichkeit zur Hélfte verringert wird; und jenes
ist das Alter, zu dem eine fiinfzigprozentige Wette gilt, dass
es eine Person des vorgegebenen Alters erreichen wird, be-
vor sie sterbe..."

Ohne weitere Erkldrung ein Passus aus Halley’s Anwendung I
,... Wie sind die Aussichten, dass ein Mann von 40 noch 7
Jahre lebt: Man nehme die Anzahl von Personen, die 47 Jahre
zahlen, welche in der Tabelle 377 ist, und subtrahiert sie von
der Anzahl der Personen von 40 Jahren, welche 445 ist, und
die Differenz ist 68: was zeigt, dass die Personen, die in jenen
sieben Jahren sterben, 68 sind, und dass es 377 zu 68 oder
5 %5 zu 1 ist, dass ein Mann von 40 (noch) 7 Jahre lebt. Und
dhnlich fir jede andere Anzahl von Jahren.®

Halley bestimmte auBerdem den Werteiner Leibrente, allerdings
nur filr jedes fiinfte Lebensalter. Seinen Berechnungen lag ein
Zinssatz von 6% zugrunde. Zu praktischen Anwendungen ha-
ben die Forschungen von Halley erst Jahrzehnte spater ge-
flhrt. Beildufig sei erwéhnt, dass auf Kosten von Halley 1687
Newton’s Philosophiae Naturalis Principia Mathematica ge-
druckt wurde. Fiir eine Erstausgabe dieser Schrift wird heu-
te je nach Prominenz ihrer Vorbesitzer ein fiinf- bis sechsstel-
liger Betrag bezahlt.

Mittlere Lebensdauer und wahrscheinliche Lebensdauer
Halley gebrauchte als erster (1693) den Begriff ,wahrschein-
liche Lebensdauer” (heutige Sprechweise). ,Mittlere Lebens-
dauer® stammt von Déparcieux (1746). Ihm zufolge findet
man diesen Wert, indem man eine grofe Zahl von Menschen
nimmt, deren Lebensjahre von der Geburt bis zum Tode zu-
sammenzahlt und die erhaltene Summe durch die Zahl der
Menschen teilt. (Friedrich Huber: Daniel Bernoulli (1700 -
1782) als Physiologe und Statistiker. Basel 1959, S. 88).

Peter StBmilch (1707 - 1767) hielt die Methode von Dé-
parcieux (1703 - 1768) nicht nur fiir miihsam, sondern auch

fiir nicht noétig. Er betrachtete die Vorgehensweise von Halley
fur ausreichend. Nikolaus Bernoulli (1687 - 1759), ein Neffe
von Jakob Bernoulli, unterschied deutlich zwischen der mitt-
leren kiinftigen Lebenserwartung und dem Alter, das genau
die Halfte einer bestimmten Altersgruppe erreicht.

Die mittlere Lebensdauer und die wahrscheinliche Lebensdau-
er sind wichtige Kennzahlen. Im Augustheft 2001 von ,Bayern
in Zahlen“ wurden sie auf Seite 296 ,Ergebnisse der Sterbeta-
fel 1996/98* ausfiihrlich beschrieben.

Niitzlichkeit der Inokulation mit Halley’s Tafel unter

Beweis gestellt

Im 17. Jahrhundert fegten mehrere Pockenepidemien lber
Lénder und Erdteile hinweg. Den Hoéhepunkt ihrer Ausbrei-
tung erlebte die Krankheit im 18. Jahrhundert. ,Von Pocken
und Liebe bleiben nur wenige frei“ war damals ein geflii-
geltes Wort. Von Konstantinopel aus gelangte die Inokula-
tion zur Bekdmpfung der Pocken nach England. Man stand
ihr skeptisch gegentber. Daniel Bernoulli (1700 - 1782)
verwendete die Tafel von Halley zur Abschatzung des Ein-
flusses dieser epidemischen Krankheit auf die Sterblichkeit.
Er stellte damit die Nutzlichkeit der Inokulation [Impfung]’
unter Beweis — trotz einer Fehlinterpretation der Tafel von Hal-
ley, vgl. Friedrich Huber.

Nikolaus Bernoulli schatzte die Dauer des

menschlichen Lebens

Nikolaus Bernoulli (1687 - 1759) benutzte die von Graunt
erstellte Tabelle iiber das Absterben zur Schétzung der mittle-
ren kiinftigen Lebenserwartung. Tabelle 2 zeigt, wie er dabei
vorging.

Fir einen Neugeborenen kommt Nikolaus Bernoulli zu ei-
ner mittleren Lebenserwartung von 18,22 Jahren und fiir ein
sechsjahriges Kind zu einer solchen von 20,78 Jahren. Fir die
librigen Altersjahre ergibt sich folgendes Bild:

eine 16jdhrige Person 20,25 Jahre
eine 26jdhrige Person 19,40 Jahre
eine 36jahrige Person 17,50 Jahre
eine 46jdhrige Person 15,00 Jahre
eine 56jdhrige Person 11,67 Jahre
eine 66jdhrige Person 8,33 Jahre
eine 76jdhrige Person 5,00 Jahre.

7 Die Schutzwirkung der Kuhpocken beim Menschen untersuchte
Edward Jenner (1749 - 1823) und 1796 fiihrte er die erste Impfung durch.
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Tab.2 Berechnung der mittleren Lebenserwartung von Nikolaus Bernoulli nach der Absterbeordnung von Graunt
Nach Graunt Berechnung der Lebenserwartung nach Nikolaus Bernoulli fiir
sterben von 100 Personen einen Neugeborenen ein sechsjahriges Kind eine 16jahrige Person
im Alter von Anzahl der - . B . B .
 Jahren Personen Altersjahr Sp.2-Sp.3 Sp3-6 Sp.2-Sp.5 Sp.3-16 Sp.2-Sp.7
Sp.1 Sp.2 Sp.3 Sp.4 Sp.5 Sp.6 Sp.7 Sp.8
0 36 3 108 X X X X
6 24 11 264 5 120 X X
16 15 21 315 15 225 5 75
26 9 31 279 25 225 15 135
36 6 4 246 35 210 25 150
46 4 51 204 45 180 35 140
56 3 61 183 55 165 45 135
66 2 7 142 65 130 55 110
76 1 81 81 75 75 65 65
86 - .
Summe X 100 X 1822 X 1330 X 810
Lebenserwartung in Jahren 1822 _ 1822 1330 _ 078 810 _ 005
100 64 ’ 40 ’
* Mittelwert von jeweils zwei aufeinander folgenden Zeilen der Spalte 1

Er wusste allerdings nicht, dass die Tabelle von Graunt mehr
auf Uberlegungen als auf Beobachtungen beruhte. Die von ihm
geschétzte Lebenserwartung benutzte Nikolaus Bernoulli zur
Bestimmung des Preises einer Rente auf das Leben einer Per-
son, welche noch n Jahre leben wird. Hierauf wird im ndch-
sten Beitrag Bemerkenswertes zu Geldgeschéften und die An-
fénge des Versicherungswesens eingegangen.

Nikolaus Bernoulli standen auch empirische Angaben ei-
ner Stadt in der Schweiz zur Verfiigung, die auf 2 000 Per-
sonen basierten. Hieraus berechnete er die Lebenserwar-
tung fiir verschiedene Altersklassen. Leider nannte er nicht
die Ursprungsdaten. Fiir einen Nulljahrigen ermittelte er eine
Lebenserwartung von 27 Jahren. Die auf ganze Jahre abge-
rundete Lebenserwartung fiir verschiedene Altersklassen gibt
folgendes Bild (Aus: Die Werke von Jakob Bernoulli. Band 3.
Hrsg. von der Naturforschenden Gesellschaft in Basel 1975,
S. 548):

Alter 0 510 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85

Lebens-
erwartung 27 38 37 33 30 27 2522 20 18151210 8 7 5 4 3

Aufzeichnung des Alters von Verstorbenen

Von Nikolaus Bernoulli (1687 - 1759) kam die Anregung,
dass die Pfarrherren in den Totenbiichern das Alter der Ver-
storbenen genauer angeben. Zur weiteren Entwicklung der Re-
gistrierung des Sterbealters im Rahmen der Sterblichkeits-
messung:

Friedrich Benedikt Wilhelm von Hermann (1795 - 1868) klagte
dartiber, dass die Sterbefdlle nicht nach einzelnen Altersjahren
aufgezeichnet werden. Er bemerkte: ,Selbst in Schweden, das

unter allen Staaten am friihesten vollstdndige Kenntnis der Be-
volkerung und ihrer Bewegung sich zu verschaffen suchte, fin-
det sich doch der eine Mangel, dass man die Sterbefille nicht
nach einzelnen Altersjahren, sondern nach Gruppen von 5 zu
5 Altersjahren summarisch verzeichnete.” (17. Heft der Beitré-
ge zur Statistik des Konigreichs Bayern, 1867, S. Ill). Mit der
Ubernahme der Leitung der bayerischen Statistik veranlasste
von Hermann die Erfassung des Alters fiir jeden Sterbefall.

An anderer Stelle wurde schon erwahnt, dass der groBe Carl
Friedrich GauB (1777 - 1855) besonderen Wert auf Sterbeta-
feln legte. Besonders interessierte er sich fiir die beiden &u-
Bersten Grenzen des menschlichen Lebens. Zum Ausdruck
kommt dieses Anliegen mit folgendem Zitat (GauB in einem
Brief an Alexander von Humboldt, Gottingen, 14./15. 4. 1846):
,Ware ich ein Rothschild, so wiirde ich einen Fonds von einer
Million stiften, dessen Zinsen jéahrlich unter die 400 é&ltesten
Bewohner eines groBen Staats verteilt wiirden mit der Bedin-
gung, dass ihr Alter und fortdauerndes Leben auf das vollkom-
menste nachgewiesen sei. So wiirde man schon zuverldssige
Resultate erhalten.”, vgl. Wie der Blitz einschlégt, hat sich das
Réthsel gelost: Carl Friedrich GauB in Gottingen; [Ausstellung
im alten Rathaus am Markt vom 23.2. - 15.5.2005]. Heraus-
gegeben von Elmar Mittler. Géttingen 2005.

Walter Swoboda, der die ersten drei bayerischen Sterbetafeln
der Nachkriegszeit erstellte, wies bei der Sterbetafel 1970/72
darauf hin, dass das Beobachtungsmaterial vom Alter ab 95
Jahren aufwdrts unzureichend war (,Zeitschrift des Bay-
erischen Statistischen Landesamts*, 106. Jg., 1974, S. 2).

Beitrage zur Statistik Bayerns, Heft 538 | Statistik und Leibrente?

39



40

Formel zur Berechnung der Lebenserwartung

Nikolaus Bernoulli erkannte, dass die Zahlen zur Lebenserwar-
tung leichter gefunden werden, wenn man am Ende anféngt.
Die von ihm benutzte Formel wird in heutiger Schreibweise

i - 1 1
hier vorgestellt: €y = r{ (Ix - I><+1)' 35 +lyia (1 + e><+1) }
X

Diese Formel zur Berechnung der mittleren kiinftigen Lebenser-
wartung kann sowohl fiir eine Sterbetafel der heutigen Zeit als
auch zum Beispiel fiir die von Tetens bei seinen Leibrentenbe-
rechnungen verwendete Tafel nach SiiBmilch gebraucht werden
(siehe Die Werke von Jakob Bernoulli. Band 3. Hrsg. von der
Naturforschenden Gesellschaft in Basel. Basel 1975, S. 544).

Die Schriften von Leibniz zu Sterblichkeitsproblemen

und Leibrenten

,Irotz des Bekanntheitsgrades von Gottfried Wilhelm Leib-
niz (1646 - 1716) sind seine versicherungswirtschaftlichen
und finanzwissenschaftlichen Schriften kaum bekannt und
zum groBen Teil nur in den franzdsischen und lateinischen Ur-
schriften zugénglich®, so J.-Matthias Graf von der Schulen-
burg im Vorwort zu den Hauptschriften zur Versicherungs-
und Finanzmathematik von Leibniz aus dem Jahr 2000.

Artus Gouffier (1620 - 1696), bekannt als Herzog von Ro-
annez, unterbreitete Leibniz 1675 in Paris ein Sterblichkeits-
problem. Leibniz vermerkte hierzu: ,Mons. le duc de Roannez
hat mir dieses Problem vorgelegt: Von 64 Menschen sind in-
nerhalb von zehn Jahren 36 gestorben. Gefragt wird, wie viele
in einem beliebigen Jahr gestorben sind.*

Menschliche Lebensabschnitte nach Leibniz

Die Abgrenzung der Abschnitte des menschlichen Lebens
durch Leibniz (um 1680) gibt folgendes Bild:

,Die jahre der schwachheit sind folgende, die Kinder bis 5 jahr
sind sehr dem todt unterworffen, bleiben also bis 18 & 30 (18
bis 30) jahr in ihren vigor [Lebenskraft]. Hernach verfallen jun-
ge leute leicht zu debauche [Ausschweifung] bis 28 a 30 (28
bis 30) jahr, denn sind sie in der weisen krafft Verstandes und
leibes, darinn kan man sezen bis 45 a 50 (45 bis 50) jahr,
denn nehmen sie wiederab bis 60 jahr; dann ist apparenz zum
tode; und von 60 bis 70 noch mehr apparenz, et von 70 bis 80
ist wenig apparenz zu leben. Das sind die principia, umb von
Leibrenten zu urtheilen.”

Berechnung der Lebensdauer nach Leibniz
Zur mittleren Dauer eines menschlichen Lebens schrieb Leib-
niz: ,Der Heiligen Schrift und der Erfahrung folgend gehe ich

davon aus, dass die groBtmdgliche Dauer des menschlichen
Lebens 80 Jahre betrdgt, d.h., dass die Menschen hdch-
stens 80 Jahre alt werden, aber dass sie nicht das Alter von
81 Jahren erreichen, eine Zahl, die von einigen als die oberste
Schwelle bezeichnet wird, weil sie 9 mal 9 ist. Die geringe Zahl
jener, die dieses Alter tiberschreiten, ist zu vernachlassigen“.
Vielleicht dachte Leibniz dabei an Platon (427 - 347 v. Chr),
der an seinem 81. Geburtstag verstarb (Seneca ep. 58,31).

Leibniz ging davon aus, dass die mittlere Dauer des Lebens 40
Jahre betrédgt und dass eine Leibrente, die fiir ein vor kurzem
geborenes Kind gekauft wurde, gleichwertig mit einer 40 Jah-
re wéahrenden Pension zu erachten ist. Dabei orientierte sich
Leibniz offenbar an einer arithmetischen Folge, ohne dies so
auszusprechen. Er hielt es fiir langweilig, die Summe der Zah-
len1+ 2+ 3+ ... + 80 zu bilden und so bediente er sich
einer kurzen Regel. Auf 80 Lebensjahre bezogen:
(1+80)-80
2
81

=40.

Dieses Vorgehen von Leibniz erinnert an den neunjéhrigen Carl
Friedrich GauB (1777 - 1855). Sein Lehrer Buttner soll der
Klasse die Aufgabe gestellt haben, eine arithmetische Folge zu
addieren. Aufgaben (iber arithmetische und geometrische Rei-
hen gab es schon bei den Mathematikern Agyptens und Baby-
lons.® Auf eine arithmetische Reihe fiihrt eine Erbteilungsauf-
gabe, die aus dem alten Babylon stammt. Eine arithmetische
Reihe entsteht aus den Gliedern einer arithmetischen Folge.

Historisches zum Durchschnitt

Leibniz erinnerte im Rahmen seiner Mittelwertbildung an das
Vorgehen der Bauern bei der ,Braunschweiger Teilung®. Gemeint
ist damit die Teilung einer Erbschaft oder die Schétzung eines
Grundstiicks bzw. eines anderen beweglichen oder unbeweg-
lichen Gutes. Hierzu wurden drei Schatzungen vorgenommen,
eine jede von ein paar Mannern, die zu diesem Zweck auserse-
hen wurden. Das Volk nannte sie die drei Schiirzen (Schurzen).
Hier zeigt sich, dass schon sehr friih Entscheidungen durch die
Heranziehung von sog. durchschnittlichen Daten beeinflusst
wurden. Auch In der Abhandlung dber die Buchhaltung 1494
von Luca Pacioli ist zu lesen: ,,So holte man ein Gutachten eines
erfahrenen Schétzers ein oder im Zweifelsfalle von mehreren,
von denen man dann den Durchschnitt nahm.*

8 Siehe auch den Beitrag von Kurt-R. Biermann und Margot Faak: G.W. Leibniz
und die Berechnung der Sterbewahrscheinlichkeit bei J. de Witt. In: Nachrich-
tenblatt der deutschen Wissenschaft und Technik. Berlin Juni 1959.

9 In Keilschrifttexten ist bereits eine Regel fiir die Summe der Quadrate der
natirlichen Zahlen enthalten.
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Sabelle

iiber die Ordnung des Absterbens von
1000 Sebobenen, in einem Lande wo jabelich
1000 gebohren werden, und 1ooo
iedet sterben.

Staffel | Von 1000 [ Summa aller | E3 sticbt

der Gebobrnen | Lebenden in je-| jibelich

Sabte Sterb- $ind iibrig dem Jabre ) CGiner
lichkeit. und leben [ nebst denen die von

G gterben | in jedem drunter $ind.
fdbelich. Jabre.
A. B. C. D. E.
o 260 1000 1000 4
L 8o 740 1740 9
2, 40 660 2400 16
3 24 620 2620 25
4 2 596 2616 49
5 10 584 3200 58
6 10 574 3770 57
7 10 564 4334 56
8 8 554 4888 69
9 546 5434 91
10 5 540 5974 108
Jab-

Abb. 8 Abschrift aus: Kritter, Johann August(in): Oeconomisch-politische
Auflésung der wichtigsten Fragen, welche itzo wegen der Einrichtung dau-
erhafter Witwen-Cassen aufgeworfen werden: nach den StiBmilchischen
Grundsétzen. Gottingen 1768.

Die Langlebigkeit der Frauen entdeckte Kritter

Der Konstrukteur der ersten bayerischen ,Mortalitaets-Tafel*
(Sterbetafel oder Uberlebenden-Tafel; im Englischen Live table
genannt), Dismas A. Gebhart, duBerte sich in seinem 1832
erschienen Werk Ueber Wittwen- und Waisen-Pensions-An-
stalten anerkennend dber die Schrift Oeconomisch-politische
Auflésung der wichtigsten Fragen, welche itzo wegen der Ein-
richtung dauerhafter Witwen-Cassen aufgeworfen werden ...
von Johann A. Kritter aus dem Jahr 1768. Kritter benutzte bei
dieser Arbeit die ,StiBmilchischen Sterbe-Tabellen” (s. Abb. 8).

Gebhard erwdhnte auch, dass Leonhard Euler die Berech-
nungen von Kritter in algebraische Formen brachte (Neues
Hamburgisches Magazin, 8. Bd., 43. St., 1770). AuBerdem
hob Gebhard hervor, dass Kritter als Erster auf die Langerle-
bigkeit der Frauen hinwies (siehe Abb. 9). Diese Entdeckung
von Kritter war fiir die Begriindung der Pensions-Anstalten und
deren Existenzfahigkeit wesentlich.

Erste bayerische Sterbetafel um 1825

Uber die erste bayerische Sterbetafel (,Mortalitagts-Tafel*)
wurde in der Zeitschrift ,Bayern in Zahlen* 5/2002 ausfiihrlich
berichtet (s. Abb. 10). Sie wurde von Dismas A. Gebhard (1784

1.

Untersuchung des Lnterscheides der Stetb-
lichReit der Manner und der Frauen von
gleichen lter.

@ic"‘c Unterjuchung ijt vor alle dicjenigen wichtig,
welche davauj bedacht jind, daucrhajte Witwen-
pilegjchajten ju evvichten oder auch die Dauer ciner
Gejelljchajit vou dicjer rt, worin jie jelber jtehen,
au unterjuchen, Denn eg fommt hicbey lediglich auf
die Frage an: Wie viele werden vou 100, vder
1000 Minnern, dic sum BVeyipicl in ihrem 40ten
Jahre in die Gejelljchajt getveten, alle Jahre
fterben, und wie wviele vou ihren hinterlajjenen
Frawen werden nach MaaPgabe ihrer jimgern

Jaby

Abb. 9 Abschrift aus: Kritter, J.A.: Untersuchung des Unterscheides der
Sterblichkeit der Madnner und der Frauen von gleichem Alter. In: Gottin-
gisches Magazin der Wissenschaften und Litteratur 2. Jg.,1.St., 1781.

- 1846) erstellt und um 1826 verdffentlicht. Gebhard wurde vom
Finanzministerium mit den Arbeiten zum Entwurf einer Satzung
und den Vorbereitungsarbeiten fiir die Errichtung einer Pensi-
onsanstalt fiir Witwen und Waisen beauftragt (Kurt Winschiers).
In der Vorrede zum ersten Teil der Publikation Ueber Wittwen-
und Waisen-Pensions-Anstalten von Gebhard aus dem Jahr
1832 heiBt es: ,Konig Maximilian Joseph von Bayern hatte bald
nach dem Antritte seiner Regierung (1799) zweien Mathemati-
kern den Auftrag ertheilen lassen, Vorschldge zur Begriindung
einer Wittwen- und Waisen-Versorgungs-Anstalt auszuarbei-
ten.“ Fiir ein solches Projekt bedarf es einer Sterbetafel. Dass
die Publikation der ersten Sterbetafel so lange auf sich warten
lieB, mag an den damaligen politischen Verhéltnissen gelegen
haben. Kurfiirst Max IV Joseph (ibernahm die Regierung in ei-
ner schwierigen Zeit (verarmter Staat und die Schicksalsfrage:
mit Habsburg oder Frankreich?).

Gebhards Werk vom Jahr 1832 enthdlt (brigens im An-
hang des zweiten Teils die ,Mortalitaets-Tafel“. Dabei féllt die
Schreibweise y statt i fiir Bayern auf. Die Tafel stiitzt sich auf
die Jahre 1817/18 bis 1824/25.

Alteste vergleichbare Sterbetafel

Im Jahr 1887 wurde eine erste allgemeine deutsche Sterbeta-
fel (Volkssterbetafel) veroffentlicht, welche von Karl Becker aus
den Sterblichkeitsverhaltnissen des Jahrzehnts 1871/72 bis
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1880/81 berechnet worden war, siehe Monatshefte zur Statis-
tik des Deutschen Reichs.”® Sie war zugleich die erste, welche
nach der vom internationalen statistischen Kongres empfohlen-
en Methode erstellt worden ist. Der Kongre fand 1876 in Bu-
dapest statt. Diese Tafel ist die Zlteste Uberlebendentafel, die fiir
Vergleiche herangezogen werden kann. In der genannten Publi-
kation finden sich auch Sterbetafeln fiir ausgewdahlte Lander.

Fir Bayern ist die Sterbetafel 1891/1900 die dlteste Tafel, die
fir Vergleiche zur Verfiigung steht, sie wurde nach der Ster-
bejahrmethode nach Raths angefertigt (Deutsche Sterbetafeln
fur das Jahrzehnt 1891 - 1900).

Die Lebensabschnitte in der Kunst

In der Kunst spielten die menschlichen Lebensabschnitte schon
sehr friih eine Rolle. Die bildliche Darstellung des Lebensalters
kam in der byzantinischen Kunst des achten Jahrhunderts auf,
sie unterschied drei Stufen des Lebens. Im Mittelalter war die
Siebenteilung haufig. Auch die Neun- und Zehnteilung tritt in
Erscheinung mit der Annahme von 90 oder 100 Jahren als er-
reichbarem Hochstalter (J. Breu, T. Stimmer).

Nach Zeichnungen von Tobias Stimmer (1539 - 1584) fertig-
te der Monogrammist MB im 16. Jahrhundert Holzschnitte zu
den Lebensaltern des Menschen an. Einen davon weist Abb. 11
aus. Der Schweizer Tobias Stimmer war Maler, Graphiker und
Komddiendichter.
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Abb. 11 Aus: Beham, Hans Sebald: Die Planeten: sieben Orginalholz-
schnitte. Beigefiigt: Die Lebensalter des Menschen ... Berlin 1907.

Um 1818/20 schuf Eberhard v. Wéchter (1762 - 1852) ei-
ne zeitlose Darstellung der Lebensabschnitte. Gemeint ist sein
Gemalde Der Kahn des Lebens, das in der Staatsgalerie Stutt-
gart aufbewahrt wird (s. Abb. 12).

10 Siehe auch: Die gebrduchlichsten Sterblichkeitstafeln der im Deutschen
Reiche arbeitenden Lebensversicherungsunternehmungen: Dem V. Internat.
KongreB fir Versicherungs-Wissenschaft gewidmet. Deutscher Verein fir
Versicherungs-Wissenschaft Heft XI. Berlin 1906.
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Abb. 12 Eberhard v. Wéchter: Der Kahn des Lebens (1818/1820). Aus: Kunst im Detail. Vom Klassizismus bis zum Biedermeier / Fotos: Peter WindstofBer.
Herausgegeben von der Landesbank Stuttgart Girozentrale. Stuttgart 1987.

,Der Nachen vereint hier eine Gruppe von neun antikisch ge-
wandeten Personen verschiedener Altersstufen: vier Kinder,
ein junges, sich umarmendes Paar, die reife Mutter, die im
Blickkontakt steht mit dem Mann am Ruder, und einen ein-
samen Alten im Bug, der sich auf seinen Stock stitzt.“ (Kunst
im Detail: Vom Klassizismus bis zum Biedermeier. Hrsg. Lan-
desbank Stuttgart Girozentrale. Stuttgart 1987, Fotos Peter
WindstoBer). Ob der Kinstler von der griechischen Mytholo-
gie angeregt wurde? Erinnert sei an den Fahrmann Charon.
Auf den Féhrmann Charon trifft man im 6. Buch der Aeneis
von Vergil (70 - 19 v. Chr.): ,Hier die Gewasser und Stréme
bewacht als grausiger Fahrmann Charon, (...), fahrt im dunk-
len Kahn die Toten hiniiber.”

Im alten Agypten diente ein Boot fiir die symbolische Reise in
eine unbekannte Welt. Heren, ein Boot, womit die Seele des
Pharao zur letzten Ruhestétte gebracht wurde (siehe das Bild
in Von Adam bis Daniel von Gaalyahu Cornfeld. Wiirzburg
1962, S. 116).

Mittlere Lebensspanne im Mittelalter
Zahlreiche Entscheidungen werden durch die Hinzuziehung
von sogenannten durchschnittlichen Daten beeinflusst.

Ob Aussagen zur durchschnittlichen Lebenserwartung in
friheren Jahrhunderten ein zutreffendes Bild zeichnen, darf
durchaus in Frage gestellt werden. Eine U-férmige Vertei-
lung der Sterblichkeit war damals charakteristisch: Die Sdug-
lingssterblichkeit war relativ hoch, dann sank die Sterbewahr-
scheinlichkeit und nahm im héheren Alter wieder stark zu. Die
mittlere Lebenserwartung kann sich durch einen Riickgang
der Séuglingssterblichkeit oder durch einen Riickgang der
Sterblichkeit in den hoheren Altersjahren erhdhen.

Was bedeutet durchschnittlich eigentlich? Oskar Anderson
schrieb in seinem Werk Probleme der statistischen Metho-
denlehre: ,Es muss aber darauf hingewiesen werden, dass,
wenn im gewohnlichen Wortgebrauch man von etwas als ,im
Durchschnitt’ spricht, noch durchaus kein arithmetisches Mit-
tel gemeint zu sein braucht.”

Am Rande: Die Mittelwerte werden unterschieden in lagety-
pische und rechentypische Mittelwerte. Zu den ersteren ge-
horen der Zentralwert und der haufigste Wert (Modus). Zu
den rechentypischen Mittelwerten zéhlen das arithmetische
und das geometrische Mittel. Zum mittleren Sterbealter in
der heutigen Zeit: Das mittlere Sterbealter ergibt sich, wenn
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man das Alter x in einer Sterbetafel um den zugehdrigen Wert
der mittleren Lebenserwartung erhoht. So ldsst sich die Fra-
ge beantworten, ,wie alt“ eine Person im Durchschnitt wird.

Unterlagen der Standes- und Pfarramter (Matrikelfiihrung)
In Bayern wurden Standesémter 1876 errichtet. Alle Geburten,
EheschlieBungen und Sterbefalle werden dort in Registern ein-
getragen.

Seit dem 16. Jahrhundert werden bei den Pfarramtern Kir-
chenbiicher oder Pfarrmatrikeln tiber alle vorkommenden Tau-
fen, Trauungen und Sterbefélle gefiihrt. Schon 1524 wurden
bei den evangelischen Niirnberger Pfarreien St. Sebald und St.
Lorenz Ehebiicher eingefithrt, 1533 wurde dort die Fiihrung
von Taufmatrikeln angeordnet.

Innerhalb der katholischen Kirche wurde zundchst fiir die katho-
lischen Pfarreien der Di6zese Augsburg die Fiihrung von Tauf-,
Trau-, Toten- und Kommunikantenlisten durch die Augsburger
Synode von 1548 angeordnet, vgl. Sonderdruck aus den Mittei-
lungen fiir die Archivpflege in Bayern 6. Jahrg. 1960, Heft 1/2.
Das Konzil von Trient (1545 - 1563) ordnete die Matrikelfiih-
rung an, jedoch nur auf Tauf- und Ehebuch (sess. XXIV, c. 1
und 2), vgl. Swoboda, Heinrich: Das Konzil von Trient. Wien
1912, S. 102. Fiir die Fiihrung von Sterberegistern gelten hier-
zulande die jeweiligen Diozesanritualien. Beispielhaft sei das
Rituale Trevirense von 1767 erwéhnt. Danach muss das Be-
grdbnis im ,Totenbuch“ der Pfarrei eingetragen werden. Dies
ergab eine Auskunft von Herrn Prof. Dr. Andreas Heinz
(Deutsches Liturgisches Institut).

Vom Archiv des Erzbistums Miinchen und Freising stammen
folgende Angaben: , 1569 wurde durch die Salzburger Kirchen-
provinz (zu der das Bistum Freising damals gehorte) auch die
Flhrung eines Verzeichnisses mit Abgéngen durch Wegzug
und Tod angeordnet. Das Freisinger Pastorale von 1625, das
Freisinger Rituale aus dem Jahr 1673 sowie das Rituale Ro-
manum von 1721 schrieben ebenfalls die Fiihrung von Ster-
bebiichern/Beerdigungsbiichern vor.*

Leider gingen im DreiBigjahrigen Krieg sehr viele Kirchenbi-
cher verloren.

Lebenserwartung und Zunahme der Weltbevdlkerung

Welchen Einfluss hat die langere Lebensdauer auf den Anstieg
der Weltbevolkerung? Dies soll angesprochen, hier aber nicht
weiter behandelt werden. Nachfolgend geschétzte Daten zur

Entwicklung der Weltbevdlkerung fir ausgewahite Jahre, vgl.
Krengel Rolf: Die Weltbevilkerung von den Anfangen des ana-
tomisch modernen Menschen bis zu den Problemen seiner
Uberlebensfihigkeit im 21. Jahrhundert. Berlin 1994. Beitré-
ge zur Strukturforschung Heft 148, S. 26.

Entwicklung der Weltbevélkerung in der Neuzeit
von Jahrhundert zu Jahrhundert

Jahr Bevdlkerung

in Millionen

1500 ..., 450

1600 ..., 510

1700 e, 610

1800 .., 905

1900 ..., 1665

Vormalige Ernahrungsgewohnheiten

Ein Kernproblem der menschlichen Existenz ist die Versorgung
mit Nahrung. Sie nimmt zweifellos Einfluss auf die Lebens-
erwartung. Uber die Ernahrungsgewohnheiten in friiherer Zeit
berichtete Margrit Irniger Die Landwirtschaft und ihre Pflanzen
in vorinaustrieller Zeit. Danach blieben bis zur Einfilhrung der
Kartoffeln in der zweiten Hélfte des 18. Jahrhunderts Getreide-
brei, Brot und Mehlspeisen die Grundnahrungsmittel der ldnd-
lich-béuerlichen wie der stddtischen Bevélkerung. Bekanntlich
forderte Friedrich der GroBe (reg. 1740 - 1786) den Anbau
von Kartoffeln. Erinnert sei an den Erlass seines ,Kartoffelbe-
fehl* im Jahr 1756. Nach Margrit Irniger trug der Berner Land-
vogt Samuel Engel (1702 - 1784) mit seiner Schrift iber den
Kartoffelanbau aus dem Jahr 1773 wesentlich zur Férderung
und Kenntnis dieser Erdfriichte bei. In Bayern wurde der Kar-
toffel- und Kleeanbau durch Maximilian lll. Joseph (reg. 1745
- 1777) gefordert, er war der letzte Kurfiirst aus der baye-
rischen Linie der Wittelsbacher.

Mit der Entdeckung des Zuckers in der Runkelriibe im Jahr 1747
schuf Andreas Sigismund Marggraf (1709 - 1782) die Grundla-
ge fiir die von seinem Schiller Franz Carl Achard begriindete Zu-
ckerindustrie in Deutschland. Kochsalz war bis zur ersten Halfte
des 19. Jahrhunderts in Europa ein kostbares Gut. Erinnert sei
an Henri Nestlé, der 1867 die erste Sduglingsnahrung (Kinder-
mehl) entwickelt hatte. Sein Kindermehl entsprach einem drin-
genden Bedarf, da in Europa immer noch eine sehr hohe Kin-
dersterblichkeit herrschte. Er legte den Grundstein zu dem, was
heute unter dem Begriff , Nutrition“ verstanden wird.
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Fortschritte in der Medizin

Die Ursachen fiir den Anstieg der mittleren Lebenserwartung
werden unterschiedlich gedeutet. Die Fortschritte in der Me-
dizin haben dabei eine gewisse Rolle gespielt. Die naturwis-
senschaftliche Epoche der Medizin begann mit Theophrastus
Bombastus von Hohenheim, genannt Paracelsus (um 1494
- 1541) und Andreas Vesal (1514 - 1564). Ambroise Paré
(1510 - 1590) war fiihrend in der Chirurgie der Renaissance.
Die wissenschaftliche Zahnheilkunde begann im 18. Jahrhun-
dert mit Pierre Fauchards Werk Le chirugien dentiste (1728,
deutschsprachig 1733). Ignaz Philipp Semmelweis (1818 -
1865) erkannte, dass das Wochenbettfieber durch Kontaktin-
fektion Gbertragen wird und durch Reinlichkeit (Desinfektion
der Hande und Instrumente) zu verhiten ist. Dafir erhielt er
den Ehrentitel ,Retter der Miitter”. Die Medizin wird in der Zu-
kunft ein Gebiet sein, das erheblich von der Nanotechnologie —
eine neue Schliisseltechnologie — beeinflusst werden wird.

Wie hoch war die Anzahl meiner Ahnen? — keine reine
Rechenaufgabe

Zu guter Letzt noch folgende Aufgabe: Wenn auf ein Jahrhun-
dert etwa drei Generationen entfallen, wie groB war schétzungs-
weise die Anzahl der Ahnen einer Person am Beginn unserer
Zeitrechnung?

Die Ldsung: Vor 100 Jahren gab es 8 Ahnen, vor 200
Jahren also 82 = 64 Ahnen ... und vor 2000 Jahren al-
S0 820 = 2% Ahnen. Diese GroBe erreicht gewaltige Aus-
maBe (eine 19stellige Zahl).

Diese ,Rechenaufgabe” kann als Beispiel fiir die Frage dienen,
was das Schétzen vom Rechnen unterscheidet? Dazu bemerkte
Ernst Wagemann: ,denn die Rechenkunst ist nur die Magd ih-
rer weit gebildeteren Herrin, der statistischen Schatzung, die an-
dererseits ohne die Dienstleistung des Rechnens auch nicht
auskommen konnte.“

Als Beispiel fiir die Aussage von Wagemann konnte auch
manche Berechnung der Lebenserwartung in tiefer regionaler
Gliederung angefiihrt werden. In bestimmten Altersjahren lie-
gen oft niedrige Besetzungszahlen vor. Es ist daher zu beach-
ten, dass Zufallsschwankungen eine Rolle spielen kénnen und
einzelne Messergebnisse Ungenauigkeiten beinhalten.

Zur Konstruktion einer heutigen Sterbetafel

Wie bereits erwdahnt, ben6tigt man fiir die angemessene Be-
wertung von Leibrenten unter anderem eine Sterbetafel. Sie
enthalt neben den einjdhrigen Sterbewahrscheinlichkeiten die
Absterbeordnung (Anzahl der Uberlebenden) sowie die mitt-
lere Lebenserwartung in jedem Alter. So stellen Sterbetafeln
oder Uberlebendentafeln eine wichtige Entscheidungsgrundia-
ge in Politik und Wirtschaft dar.

Bei Sterbetafeln geht man von einer Ldngsschnittbetrachtung
oder von einer Querschnittbetrachtung aus. Aus praktischen
Griinden bevorzugt man in der Statistik die Querschnitt- oder
Periodensterbetafel (siehe hierzu ,Bayern in Zahlen® 8/2001,
S. 302).

Nach Vorliegen der rohen Sterbewahrscheinlichkeiten stellt
sich die Frage nach deren Gléttung. Gegen Ende des 19. Jahr-
hunderts hat man dies zum Teil noch abgelehnt. Spéter ist
man davon ausgegangen, dass die Glattung der rohen Ster-
bewahrscheinlichkeiten zweckmaBig und notwendig ist. Nach
Mdglichkeit soll der Zufall ausgeschaltet werden. Die Rechen-
kapazitdten reichten urspriinglich nur fiir bestimmte Altersab-
schnitte und so mussten bis zu drei verschiedene Glattungs-
verfahren angewandt werden. Diese Vorgehensweise musste
auch dann noch beibehalten werden, als schon die Spline-
Funktionen bekannt waren. Erst durch die bahnbrechende Ent-
wicklung der elektronischen Datenverarbeitungsanlagen wur-
de das Spline-Verfahren wegen des enormen Rechenaufwands
durchfiihrbar. So gelang es, die einjahrigen Sterbewahrschein-
lichkeiten fiir die Altersjahre 1 bis etwa 100 mit einer Metho-
de zu glétten. Ein Traum, der in der Mitte des 20. Jahrhunderts
aufkam, hat sich so erfiillt. Splinefunktionen — ein verhltnis-
méBig junges Gebiet — sind hilfreich, wenn fir eine anzupas-
sende Kurve Hinweise fiir ein mogliches Modell fehlen. Bei der
Erstellung der bayerischen Sterbetafeln 1986/88 und 1996/98
wurden bereits Spline-Funktionen eingesetzt. Siehe hierzu die
Hefte 9/1991 und 8/2001 sowie 5/2002 der Zeitschrift ,Bay-
ern in Zahlen®.

Als Standardverfahren verwendet man zur Bestimmung der
Kurvenparameter haufig die Methode der kleinsten Quadrate.
Die Bedeutung dieser Methode zum Ausgleich von Messfeh-
lern wurde von Carl Friedrich GauB (1777 - 1855) klar erkannt.
So gelang es ihm mit dieser Methode, mit den wenigen Beob-
achtungen des Astronomen Piazzi die Ephemeride des kleinen
Planeten Ceres zu berechnen. Sie ist auf Zeitreihen der Sozial-
statistik beschrénkt anwendbar.
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Bemerkenswertes zu Geldgeschaften und
die Anfange des Versicherungswesens

Geld — ein ratselhaftes Wesen. Wie auch immer, es ist stets ein aktuelles Thema. Finanzangelegen-
heiten gehorten schon immer zum Alltag des menschlichen Lebens. ,Mangelt im Beutel die Bar-
schaft, — mangelt's an Jeglichem® heiBt es in Gargantua und Pantagruel (1546) von Frangois Ra-
belais. Von Claus Schrempf stammt der Satz: ,Geld in seiner wirtschaftlichen Herrenrolle ist eine
Handelsware und hat als solche einen Preis, welcher Zins genannt wird.“ Zu den groBen Errungen-
schaften unserer Zivilisation zahit der Zugewinn an Langlebigkeit der Menschen (s.u.). Die langere
Lebenszeit der Menschen hat natiirlich ihren Preis und so kommt dem Kapitalbedarf im Alter ein be-
deutender Stellenwert zu. Zum Thema Geld im Alter duBerte sich der griechische Philosoph Platon
(427 - 347 v. Chr.) mit dem Ratschlag: ,Besser sterbend den Gegnern etwas hinterlassen als lebend
die Freunde anbetteln.“ Von der Steigerung der mittleren Lebenserwartung diirften die Finanzmérk-
te nicht unbeeinflusst bleiben. Die Vorsorge fiir das Alter wird vielschichtiger werden. So sollen sogar
die kontrovers eingeschétzten Hedgefonds Eingang in die Altersvorsorge finden. Fatale Folgen hat-
te ein Finanzprodukt eines Genfer Bankiers: Er entwickelte im 18. Jh. eine Leibrente, die vom franzo-

sischen Staat so lange gezahlt werden sollte, bis das letzte von 30 Madchen sterben wiirde.

Vorbemerkungen

Die gebrduchlichste Form der privaten Rentenversicherung ist
die Leibrente (Lebensrente), die bis zum Lebensende des Ver-
sicherten bezahlt wird. Lebenserwartung und Leibrente - ei-
ne Alliteration?

Kaufgeschafte auf Leibrentenbasis konnen Bestandteil ei-
ner Vorsorge fiir das Alter sein. Haufig werden solche Kauf-
geschafte mit Immobilien in Verbindung gebracht. So wird ein
Hauskauf auf Leibrente gleichgesetzt mit ,,Immobilienerwerb auf
Rentenbasis”. Ein Spezialgeschft in Leibrenten pflegen man-
che Versicherer etwa so zu gestalten: Einer Versicherung wird
ein Vermogen als Einmalpramie anvertraut. Dafiir verpflichtet
sich diese fiir einen zu vereinbarenden Zeitraum eine regelma-
Bige ,Rente” zu zahlen. Eine solide Finanzkraft der Lebensversi-
cherer ist dabei unabdingbar. Zum Geschéft einer Versicherung
gehort der Umgang mit Risiko. Fiir eine Lebensversicherung
stellen sich dabei vor allem folgende Fragen: Liegen den Le-
bensversicherungen die passenden Sterbetafeln zugrunde und
wie entwickeln sich die Kapitalmérkte. In den letzten Jahren wa-
ren die Vorsorgeeinrichtungen durch einbrechende Aktienmérk-
te und sinkende Zinsen bei festen Leistungsversprechen harten
Bewéhrungsproben ausgesetzt. Letztlich ist die Leibrente eine
Wette zwischen Anleger und Versicherer. Im Wettbewerb mit der
Leibrente stehen die festverzinslichen Wertpapiere.

Die Historie der Leibrente stand unter dem Einfluss verschie-
dener Entwicklungen. In einem Streifzug sollen die vielféltigen
Wechselbeziehungen mit dem zeitgeschichtlichen Umfeld dar-
gestellt werden. Skizziert werden folgende Bereiche: Die Leib-
rente im Wandel der Zeit, die Vorldufer des Versicherungsge-
dankens und neben den Anfdngen des Bankwesens auBerdem
Innovationen im Finanzwesen.

Von Leibrenten berichtete schon der jiidische Geschichts-
schreiber Flavius Josephus (geb. 37 n. Chr). Danach be-
dachte Herodes in einem friiheren Testament seine eigenen
Sohne und Enkel mit Legaten, Leibrenten und Grundbesitz
(Jddische Altertiimer. 17. Buch, 6. Kapitel). Genannt sei auch
Albrecht I., Herzog von Bayern-Straubing, der als Graf von
Holland der Stadt Amsterdam 1402 das Recht verlieh, Leib-
renten zu vergeben.

Aus dem mittelalterlichen Leibrentengeschéft entwickelte sich
die Lebensversicherung. Fundierte Untersuchungen Gber die
richtige Bewertung von Leibrenten begannen im 17. Jahr-
hundert. Begiinstigt wurde dies durch den Aufschwung der
abendldndischen Mathematik im 15./16. Jahrhundert.

In seinem Kommentar Einige Aspekte der Schriften aus der
Sicht der Versicherungsbetriebslehre zur Herausgabe der
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Hauptschriften zur Versicherungs- und Finanzmathematik von
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) im Jahr 2000 schrieb
Walter Karten: ,Leibrenten, Tontinen und ihre Abwandlungen
waren die wichtigsten Kapitalbeschaffungsinstrumente der
damaligen Zeit. Der Versicherungsbedarf gegen das Alters-
versorgungsrisiko des langen Lebens trat erst sehr viel spé-
ter als Motiv in den Vordergrund.“ Edgar Neuburger bemerkte
in seinem Kommentar Die Schriften aus Sicht der Versiche-
rungsmathematik zu dem eben genannten Werk von Leib-
niz. ,Im Mittelpunkt der versicherungsmathematischen Ab-
handlungen von Leibniz steht das Problem der Bewertung von
Leibrenten ...“. Von Gottfried Wilhelm Leibniz ist der folgende
Satz aus dem Jahr 1683 (berliefert; ,Wie hoch die Leibrente
sein musste, kann aus den voraussichtlichen Jahren des Rest-
Lebens des Menschen abgeschatzt werden.*

Die noch heute (ibliche Berechnung der Versicherungsbar-
werte fiir Leibrenten geht auf Nikolaus Tetens (1736 - 1807)
zuriick, der in Deutschland 1785 zum ersten Mal solche Re-
chenergebnisse verdffentlichte, um Leibrenten angemessen zu
bewerten. Bemerkenswert ist, dass zweihundert Jahre davor,
also 1585, schon von Simon Stevin (1548 - 1620) diskontierte
Zahlen veroffentlicht wurden (La Pratique d’Artihmetique. In:
LArithmetique).

Die ersten auf versicherungsmathematischer Basis aufge-
bauten Lebensversicherungs-Unternehmen kamen in England
zu Beginn des 18. Jahrhunderts auf. Es ist bemerkenswert,
dass die Lebensversicherung zu den ersten Anwendungen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung im Wirtschaftsleben zéhlt. Die
Versicherer lieBen das Alter und die Lebenserwartung in ih-
re Kalkulation einflieBen.

In der Finanzmarkttheorie erhielt die Wahrscheinlichkeitstheo-
rie durch Louis Bachelier (1870 - 1946) einen Platz. Er legte
im Jahr 1900 seine Théorie de la Spéculation vor.

Mit den modernen Finanzmarkitheorien setzt sich das in 2005
erschienene Buch Fraktale und Finanzen: Mérkte zwischen Ri-
siko, Rendite und Ruin von Benoit B. Mandelbrot (geb. 1924)
in Zusammenarbeit mit Richard L. Hudson kritisch auseinan-
der. Ob man gegen die erratischen Schwankungen an den Fi-
nanzmarkten je gefeit sein wird?

Deutlicher Zugewinn an Lebensjahren erfordert ein
Finanzpolster
Das herausragendste Ergebenis der bayerischen Sterbetafel

1996/98 war die Verdoppelung der mittleren Lebenserwar-
tung beider Geschlechter in den letzten hundert Jahren (sie-
he ,Bayern in Zahlen“ 8/2001, S. 297. bzw S. 30). Wenn auch
damit einhergehend heute immer mehr Menschen ein hohes
Alter erreichen, so verdnderte sich die maximal zu erwarten-
de Lebensdauer kaum.

Beachtenswert ist auch der folgende Vergleich: Die Aus-
sicht einer 73-jahrigen Frau, das Alter von 85,7 Jahren (bei ei-
ner Lebenserwartung von 12,7 Jahren) zu erreichen, belduft
sich noch auf eine Wahrscheinlichkeit von iiber 50% (Bay-
erische Sterbetafel 1996/98). Vor rund hundert Jahren lag
diese Grenze schon bei einer 56 Jahre alten Frau. Damals
konnte eine Frau in dem genannten Alter noch mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mehr als 50 % davon ausgehen, im Durch-
schnitt weitere 15,6 Jahre zu leben und so ein Alter von 71,6
Jahren zu erlangen. Bleibt noch anzumerken, dass nach der
Uberlebendentafel 1891/1900 die mittlere Lebenserwartung
einer 73-jdhrigen Frau bei nur 6,3 Jahren lag. Diese Entwick-
lung lasst erkennen, welchen Stellenwert der Kapitalbedarf im
Alter einnehmen wird.

Sterbekassen im Altertum - Vorléaufer der Lebens-
versicherung

Vorldufer der Lebensversicherung finden sich in Gestalt von
Sterbe- und Begrdbniskassen schon im Altertum sowie bei
den Innungen und Gilden des Mittelalters, zu denen spéter Wit-
wen- und Waisenkassen traten.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), der sich auch mit
Renten und Pensionen befasste, schrieb zur historischen Ent-
wicklung von Leibrenten: ,Renten, die man ad vitam oder pen-
siones vitales nennt, heiBen bei den Deutschen Leibrenten, bei
den Franzosen rentes a vie bzw. pension viagere; sie scheinen
in der Antike unbekannt gewesen zu sein und wurden vor nicht
gar so langer Zeit, ebenso wie die Kunst der kaufmannischen
Rechnung, die offentliche Bank, die Pfandleinhduser und ande-
re dhnliche kunstvolle Einrichtungen zuerst von den Italienern
erfunden, danach jedoch von den Holldndern vervollkomm-
net.“ Als zwei ausgezeichnete Ménner nannte Leibniz ,Johann
de Wit, vor kurzem Pensionér von Holland und Westfriesland,
und Jan Hudde, Amsterdamer Konsul®.

Leibrenten im Mittelalter

Die Beriicksichtigung des Alters bei Leibrentengeschaften war
nicht immer so selbstverstandlich wie heutzutage. Werner
Ogris berichtet iber den Verkauf von Leibrenten durch den Rat
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von Nordhausen im Jahr 1350: An 40- bis 50-jéhrige Personen
eine Mark Leibrente fiir 10 Mark Kapital und an 50- bis 60-jah-
rige Personen eine Mark Leibrente fir 8 Mark Kapital. Bei den
iiber 60-jdhrigen stand der Verkauf im Belieben des Rates.

Neben Klostern und Stadten fand sich auch eine Reihe anderer
Rentengeber, so zum Beispiel Spitéler, Kirchen, Ziinfte und Lan-
desherren. Sie nutzten die im Leibrentenvertrag liegenden kre-
ditwirtschaftlichen Mdglichkeiten. Die Landesherren suchten im
Leibrentenverkauf auch eine Linderung ihrer Finanzmisere. Fiir die
staatliche (territoriale) Finanzpolitik erschlossen sich im Leib- oder
Ewigrentenverkauf billigere Geldquellen gegentiber der Aufnahme
von Darlehen bei Juden oder Lombarden gegen hohe Zinsen.

Der Leibrentenvertrag als Form der offentlichen Anleihe ist
in neuester Zeit vollig bedeutungslos geworden (Ogris). Eine
ausfiihrliche Darstellung hierzu gibt Werner Ogris: Der mittel-
alterliche Leibrentenvertrag.

Montes — Ansammlung von Kapital

Im mittelalterlichen ltalien gab es die Bezeichnung Montes
(lat., Mehrzahl von mons ,Berg’) fiir Anstalten, die Geld an-
sammelten (Kapitalvereinigungen). Inshesondere nannte man
so die Anstalten, welche seit dem 13. Jahrhundert zur Durch-
flinrung von offentlichen Anleihen ins Leben gerufen wurden.
Nach Meyers Konversations-Lexikon 1896: ,Um das Zins-
verbot zu umgehen, wurden die Gldubiger in Gesellschaften
vereinigt, welchen bestimmte Rechte verliehen und gewisse
Einnahmequellen zugewiesen wurden. Denselben wurde in
einzelnen Féllen auch die Verwaltung solcher Einnahmequel-
len dberlassen. So z.B. bei der berlihmten Casa di S. Gior-
gio in Genua, einer Gesellschaft von Kapitalisten mit groBar-
tiger Verwaltung. Die Anteile an diesen Kapitalansammlungen,
die durch Umschreibungen in den Biichern der Gesellschaften
Ubertragbar und unsern Aktien dhnlich waren, hieBen Loca
montium. Die Renten, welche solche Anteile gewdhrten, wa-
ren meist dauernde, bisweilen auch nur bis zum Tode laufende
Leibrenten (M. vacabiles). Einige dieser Montes, so die oben
erwéhnte Casa di S. Giorgio, haben auch Bankgeschafte be-
trieben. Die M. pietatis (ital. Monti di pieta, franz. Monts-de-
piété, ,Berge der Frommigkeit’) hatten im Gegensatz zu den M.
profani den Zweck, mit Verzichtleistung auf Gewinn die wu-
cherische Ausbeutung der Notlage zu verhiiten. Das Kapital
derselben wurde durch milde Zuwendungen beschafft. Sie ga-
ben Darlehen gegen Pfander und eine Vergiitung, die zwar nur
dazu bestimmt war, die Kosten zu decken, aber infolge teurer
Verwaltung doch oft einen hohen Zins darstellte. Die erste An-

stalt wurde 1462 in Perugia von dem Franziskanermdnch Bar-
naba gegriindet; ... . Von ltalien verbreiteten sich dieselben
insbes. nach Frankreich, weniger nach Deutschland, wo, wie
es scheint, das erste nach italienischem Muster eingerichtete
Leihhaus erst 1591 in Augsburg errichtet wurde. (...)"

Leibniz iiber die Einrichtung der Pfandhauser

Gottfried Wilhelm Leibniz bemerkt zu Pfandleihhdusern:

,Der Name >Mont< (Berg) scheint aus dem UberfluB des
Geldes hergeleitet zu sein, das jeder fiir sich aufgefordert ist,
dort hinzutragen und anzuhéufen. Und man nennt sie ,Monts
de Piété“ (Berge der Frommigkeit), weil ihr Ziel die Abschaf-
fung des Wuchers ist.

Definition: Die ,Monts de Piété“ sind offentliche Banken zur
Pfandleihe ohne anderen Gewinn noch Zins tber den Grund-
zinssatz hinaus, als nétig sein wird zur Schadloserhaltung des
»Mont“ und zur Deckung der Unterhaltskosten.

Einteilung: Es gibt drei Arten davon: die erste, zu der die ge-
horen, welche auf fromme und kostenlose Schenkungen ge-
griindet sind, die zweite, deren Grundkapital aus Leihgeldern
und Rentenverschreibungen besteht, und die dritte, die sich
aus beiden zusammensetzt.

Die Anfdnge einer entwickelten kaufmédnnischen Rechnung
gehen auf die Italiener zuriick. Viele Begriffe aus der Finanz-
welt sind noch heute gebrduchlich, wie zum Beispiel: Bank-
rott [banca rotta ,zerbrochene Bank'], Disagio, Diskont, Gi-
ro, Konto, Kredit, Lombardgeschafte, Saldo, Skonto, Valuta.
Auch die doppelte Buchfiihrung und der Wechsel (Tratte) sind
italienischer Herkunft. Um 1500 galt Venedig als die Ausbil-
dungsstatte der siiddeutschen jungen Kaufleute. Der spétere
Hauptbuchhalter der Fugger, Matthdus Schwarz, war in sei-
ner Jugend nach Italien gekommen, um die Buchhaltung zu
erlernen. Heute heiBt es, dass Englisch die Sprache der Fi-
nanzbranche ist. Sieht man sich dort etwas um, so findet man
auch einiges an Griechisch, meistens in Form von Buchstaben
(Greek Letters), wie z.B. Beta, Delta, Gamma, Theta.

Tontine: eine vom Lebensalter abhéngige Einrichtung

Eine mit der Dauer eines menschlichen Lebens verbunde-
ne Einrichtung war die Tontine. Sie trat in sehr unterschied-
lichen Formen in Erscheinung. Erwdhnt werden sie deshalb,
weil Deparcieux seine Sterbetafel aus dem Jahr 1746 aus
den franzésischen Tontinen der Jahre 1689 und 1696 ablei-
tete. Jede der beiden Tontinen zerfiel in 14 Klassen (begin-
nend mit den Altersjahren 0 bis unter 5, 5 bis unter 10, ...,
zuletzt 65 bis unter 70). Die Tafel von Deparcieux ist eine der
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dltesten Sterbetafeln, die fir Versicherungszwecke oft ange-
wandt worden ist.

In Amsterdam wurde 1671 eine einfache Tontine errichtet:
,Die Stadt erhielt von 250 Tontinisten insgesamt 50 000 Gul-
den; sie zahlte jahrlich 4 000 Gulden, also 8%. Der hohere
ZinsfuBl erklart sich wieder daraus, dass die Stadt in Geld-
not war. Die Tontinisten, auf deren Leben man setzte, miis-
sen wohl sehr jung gewesen sein, denn im Jahr 1706, nach
35 Jahren, lebten noch 100 von 183 Tontinisten und im Jahre
1738 waren noch 20 am Leben (Du Pasquier, p. 22)“, vgl. Die
Werke von Jakob Bernoulli. Band 3, S. 519. Hrsg. von der Na-
turforschenden Gesellschaft in Basel 1975.

Lorenzo Tonti (1630 - 1695) gab der Tontine nicht nur den Na-
men, er gilt auch als deren Erfinder. Die Griindung einer sol-
chen Einrichtung schlug Tonti dem Kardinal und franzdsischen
Staatsmann Jules Mazarin (1602 - 1661), eigentlich Giulio
Mazarini, zur Besserung der zerriitteten Staatsfinanzen vor.

Uber Tontinen fielen die Beurteilungen sehr unterschiedlich
aus. Von Julius Wyler stammt die folgende Definition: ,Die
Tontine ist ein in Form von Anleihen, Anteilsgenossenschaften
und Versicherungsgesellschaften auftretendes Spiel, in dem
der Gewinn von der Dauer des menschlichen Lebens abhén-

gig ist.

In Deutschland wird die Tontine im Bundesgesetzblatt er-
waéhnt: Gesetz vom 3. 11. 1994 (BGBI | S. 3385).

Umfassender Wandel der Leibrente im 17. Jahrhundert

Im 17. Jahrhundert vollzog sich in der Mathematik ein gewaltiger
Schub im Umfeld umwalzender politischer Ereignisse. Erste An-
sétze fir die Bewertung von Leibrenten unter Beriicksichtigung
der Sterblichkeit und des Zinssatzes finden sich bei Johan de
Witt (1625 - 1672). Von ihm erschien 1671 die Abhandlung Wa-
erdye van Lyf-Renten (s. S. 143). Seit 1650 war er als Ratspen-
siondr Hollands der Leiter der gesamten niederléndischen Poli-
tik. Er fiihrte die Seekriege mit England (1652 - 54, 1664 - 67).
De Witt zwang u.a. durch ein Biindnis mit England und Schwe-
den 1668 den franzosischen Konig Ludwig XIV., auf die Erobe-
rung der spanischen Niederlande zu verzichten.

Im 17. Jahrhundert waren die Niederlande nicht nur die fiih-
rende Handels- und Seemacht Europas, sondern auch das
Zentrum des geistigen und wissenschaftlichen Lebens.

Der Niederldnder Johann Hudde (1628 - 1704), einer der fih-
renden Mathematiker Europas, verfiigte iiber Sterbedaten von
Personen, auf deren Leben in den Jahren 1586 - 1590 Leib-
rentenvertrége abgeschlossen worden waren (Heinrich Braun,
S. 88),s.S. 142. Hudde iibernahm ab 1663 politische Amter
fiir die Stadt Amsterdam, deren Biirgermeister er auch war.

Uberlebendentafel als Grundlage fiir die Berechnung

von Leibrenten

Neue Wege zur Sterblichkeitsmessung und zur Bewertung von
Leibrenten beschritt der beriihmte Astronom Edmond Halley
(1656 - 1742), der uns vor allem aufgrund des nach ihm be-
nannten Kometen bekannt ist. Er veréffentlichte 1693 eine Ar-
beit mit dem Titel An Estimate of the Degrees of the Mortality
of Mankind, drawn from curious Tables of the Births and Fu-
nerals at the City of Breslaw; with an Attempt to ascertain the
Price of Annuities upon Lives. By Mr. E. Halley, R.S.S.

Der Titel dieser Schrift lautet ins Deutsche iibertragen von Pe-
ter Dotzauer: ,Eine Schétzung des Grades der Sterblichkeit
der Menschheit, hergeleitet von wunderlichen Tabellen der Ge-
burten und Begrébnisse in der Stadt Breslau; mit dem Ver-
such, den Preis der Rente auf Leben festzusetzen. Von Hrn.
E. Halley, R.S.S."

Nachfolgend ein Ausschnitt aus Halleys Werk (Ubersetzung
von Peter Dotzauer):

LAnwendung V. Hiervon héngt ab die Wertermittlung der Renten
auf Leben; denn es ist klar, dass der Erwerber nur fiir solch ei-
nen Teil des Wertes der Rente zahlen sollte, wie er Aussichten
hat zu leben; und dies sollte jahrlich berechnet werden, und
die Summe all dieser jahrlichen Werte zusammengezahit wird
den Wert der Rente fiir das Leben der vorgegebenen Person
ergeben. Nun kann der heutige Betrag des Geldes, der nach
einer Laufzeit von Jahren zu zahlen ist, zu einem beliebigen
Zinssatz, aus bereits berechneten Tabellen entnommen wer-
den; oder fast genau so schnell, durch die Tabelle der Loga-
rithmen: Denn das arithmetische Gegenstiick des Logarith-
mus der Einheit und seines jéhrlichen Zinses (das heift, 1,06
fur sechs Prozent, also 9,974694") multipliziert mit der vor-
gegebenen Anzahl von Jahren, ergibt den heutigen Wert eines
Pfundes zahlbar nach dem Ablauf so vieler Jahre.*

Halley bestimmte den Wert einer Leibrente nur fiir jedes finf-
te Lebensalter. Abraham de Moivre (1667 - 1754) hielt die
Vorschriften Halleys zur Berechnung des Barwerts einer Ren-
1 [10-log 1,06 = 9,974694]
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te fiir schwierig und umsténdlich. Die von Moivre entwickel-
ten Formeln zur Berechnung des Barwerts und des Werts ei-
ner Leibrente findet man bei Heinrich Braun: Die Geschichte
der Lebensversicherung und der Lebensversicherungstech-
nik, S. 125 ff. (E. Czuber Ubersetzte die vierte Auflage (1756)
der Schrift Evaluation of Annuities on Lives von Moivre ins
Deutsche).

De Moivre setzte bei seinen Berechnungen als Lebensgrenze

das Alter 86 fest. Fiir eine 50-jahrige Person errechnete sich

nach de Moivre bei 5% Zins fiir eine Leibrente von 1 ein Wert

von 10,35. Diesem Beispiel liegt ein Barwert (nachschiissig)

von 16,55 zugrunde. Den angegebenen Wert von 10,35 erhélt
1+i

man nach de Moivre wie folgt: 1 - Barwert

i

Dabei bedeuten: i der Zinssatz (ZinsfuB) = p/ 100 und n die
Anzahl der Jahre [86 — gegebenes Alter]. Legt man einen Zins-
satz von 6% — entsprechend den Berechnungen von Halley
— zugrunde, so ergibt sich ein Leibrentenwert von 9,49 ge-
geniiber dem von Halley berechneten 9,21. Nachstehend eine
Gegeniberstellung von Leibrentenwerten fiir ausgewahlte Al-
tersjahre nach Halley und de Moivre:

Alter 50: 9,21 9,49
Alter 60: 7,60 7,83
Alter 70: 5,32 5,51.

Lebenserwartung und Barwert

An anderer Stelle wurde schon erwdhnt, dass Nikolaus Ber-
noulli (1687 - 1759) die von ihm berechnete mittlere Lebens-
erwartung zur Bewertung von Renten heranzog. So schétzte
er zum Beispiel fiir einen Neugeborenen mit einer Lebenser-
wartung von 18,22 Jahren den Preis einer Rente auf 11,78
bei einem ZinsfuB von 5%, vgl. Die Werke von Jakob Ber-
noulli. Band 3, S. 550. Hrsg von der Naturforschenden Gesell-
schaft in Basel. Basel 1975. Sein Rechenergebnis fiir die Ren-
te bezeichnet man heute als Barwert einer nachschissigen
Zeitrente.

Noch friher setzte sich Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 -
1716) umfassend mit Leibrenten und einer Absterbeordnung
auseinander. Seine Arbeiten auf diesen Gebieten wurden durch
die Herausgabe der Hauptschriften zur Versicherungs- und Fi-
nanzmathematik im Jahr 2000 bekannter. Die versicherungs-
wirtschaftlichen und finanzwissenschaftlichen Schriften von
Leibniz waren zum groBen Teil nur in den franzdsischen und
lateinischen Urschriften zugdnglich. Auf eine brillante Formel
zur Barwertbestimmung st6Bt man im Abschnitt Ill. 17 ,Uber

Pensionen“ des genannten Werks:

,Wenn daher eine jahrliche Pension (iber a Jahre hinweg ge-
zahlt werden und# = b sein soll, wird ihr gegenwaértiger Wert
b]bfi)ﬂ p oder (...) sein.” Darin steht p fir die Hohe der jdhr-
lichen Leistung und v sei die Anzahl, wie hdufig der gesetz-
méBige Zins im Kapital enthalten ist (im Reich 20).“ Dieser
Ausdruck besticht wegen seiner Kiirze und fiihrt zum gleichen
Ergebnis wie die heutzutage gangigen Formeln zur Bestim-

mung des Barwerts bei nachschiissiger Berechnung.

Dem Begriff Barwert begegnet man in verschiedenen Berei-
chen, so zum Beispiel: kaufméanische Diskontierung, ewige
Rente, Rentenrechnung und Sterbetafel. Hier wird nur der Bar-
wert einer Rente definiert. Barwert oder Mise der Rente heifit
der Betrag, durch den man die Verpflichtung sédmtlicher Zah-
lungen sofort ablésen kann. Unter Mise versteht man auch die
Zahlung der Versicherungspramien nicht in Raten, sondern in
einer einzigen Summe.

Versicherungsharwerte anhand von sogenannten
Kommutationszahlen

Erste Anfange der heute gebrduchlichen Kommutationszahlen
finden sich bei William Dale (geb. 1726). Er bekannte sich erst
spéter als der Verfasser eines 1772 erschienenen Werkes, das
sich mit den Berechnungen fiir Altersrenten befasste. Seine
Kommutationswerte dienten dazu, die Rentenbarwerte vom Al-
ter 50 an zu berechnen. Dale hat die Werte |, (v* %) tabelliert.
Dieses Werk wurde wenig bekannt, so Heinrich Braun. Dale ge-
biihrt der Ruhm, als erster Hilfszahlen fiir die Rentenberechnung
angedeutet zu haben, die zur Kolumnarmethode hinfiihrten, vgl.
Heinrich Braun: Geschichte der Lebensversicherung und der
Lebensversicherungstechnik. Berlin 1963, S. 165 ff.

Nicolaus Tetens (1736 - 1807) hatte als Erster in Deutschland
die Berechnung von Kommutationszahlen und Versicherungs-
barwerten durchgefiihrt. Noch heute geschieht deren Berech-
nung in gleicher Weise. Auf seine Werke (iber die Leibrenten
wurde schon hingewiesen (,Bayern in Zahlen“ 12/2004 und
s. S. 14). Tetens wurde damals die Priifung der Finanzlage der
1767 gegriindeten Calenbergischen Witwenkasse (ibertragen.

Auf Wunsch des Senats der Universitat Gottingen fiihrte der
groBe Mathematiker und Astronom Carl Friedrich GauB (1777
- 1855) 1845 eine Untersuchung des Zustandes der 1739 ge-
griindeten Professorenwitwenkasse durch. Abb. 1 zeigt seine
Jafeln zur Bestimmung des Zeitwerthes von einfachen Leib-
renten und von Verbindungsrenten (s. a. S. 145).
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174 - NACHLASS.

ll Frauen Minner

Anzahl Leibrentenwerth Anzahl Leibrentenwerth
5 . Al- . -
beim Zinsfuss der Lebenden beim Zinsfuss

der Lebenden

von 34 proc. | von 4 proc. von 3% proc. | von 4 proc.

ter
log. decr. | log. num. l log. num. log. decr. | log. num. | log. num,

40062092 4a 5 5 19 P

4/0000000 ¢ 11,27772 18,9548(1,24326 17,5088 | 20 | 4,0000000 | |1,29473 19,7118|1,26069 18,2258
3,99400 90 326 1,27625 18,8929|1,24210 17,4624 | 21 | 3,99729 90 271 79 1,29068 19,5291|1,25704 18,0733
3,98820 21 Sﬁx 91,2741 18,8152(1,24068 17,4052 | 22 | 3,99458 11 2779 1,28644 19,3391|1,25519 17,9137
3,98258 78 241 ;’3 1,27246 18,72651,23898 17,3372 | 23 | 3,99180 18 279 72 1,28205 19,1448|1,24920 17,7500
397TXT 47 5, o8 127909 18,6248|1,23607 17,2572 | 24 | 3,9890046 g7 53| 1127745 18,9430(1,24500 17,5792
39719249 ,, 641126743 18,5109 1,23466 17,1656 | 25 |3,08618 93 g gq/1,27262 18,7335/1,24059 17,4016
3,96679 35 1,26450 18,3865(1,23209 17,0644 | 26 | 3,98331 05 289 80 1,26760 18,5183|1,23598 17,2180

3,96180 06 :gz Zg 1,26127 18,2504(1,22923 16,9523 | 27 | 3,98041 25 296 33 1,26233 18,2950(1,23113 17,0268
3,95683 85 o 141125777 18,1037|1,22612 16,8315 28 13,9774492 5o, ;e 1,25683 18,0646|1,22606 16,8292

3,95201 71 1,25403 17,9487(1,22277 16,7019 | 29 | 3,97441 96 1,25110 17,8271|1,22075 16,6246

487 76 399 74
3,94713 95 1,25009 17,7864|1,21922 16,5662 | 30 | 3,97132 22 1,24512 17,5840(1,21519 16,4131
493 30 321 30
3,94220 65 3 o6| 1124599 17,6192/1,21552 16,4256 | 31 | 3,0681092 2., © |1,23891 17,3344|1,20942 16,1963
3,93721 69 4999 1,24172 17,4468|1,21165 16,2800 | 32 | 3,96468 38 369 gx 1,23257 17,0832{1,20351 15,9775
2,93216 92 S?g ;g 1,23726 17,2688|1,20761 16,1292 | 33 | 3,96099 37 490 93 1,22614 16,8323|1,19751 15,7582
3,92706 22 gu 57 1,23261 17,0848|1,20338 15,9729 | 34 | 3,95698 44 428 33 1,21966 16,5830(1,19147 15,5407

3,92194 65 . 47,2276 16,8923/1,29839 15,8085 | 35 | 3,9526956 ., ¢ [1,31309 16,333811,18533 15,3225

3,91676 97 1,22254 16,6931|1,19418 15,6379 | 36 | 3,94811 94 1,20641 16,0844(1,17910 15,1043
518 6o 482 28|

3,91158 37 1,2£710 16,4854|1,18918 15,4589 | 37 | 3,94329 66 1,19957 15,8332(1,17272 14,8841

8 oz
3,90633 50 g;: 1; 1,21138 16,2696(1,18391 15,2725 | 38 | 3,93826 95 gzg g; 1,19252 15,5782|1,16612 14,6597
3:90102 33 Lo 1|1120537 16,046111,17837 15,0790 | 39 13,93303 15 45 ¢ 1,18523 15,3189 1,15929 14,4307

3,89569 87 538 95| 119970 15,8125/1,17247 14,3755 | 40 | 3,9276270 (¢, g¢ 1,17764 15,0536/1,15217 14,1961
3,89030 92 21519230 15,5704{1,16624 14,6637 | 41 | 3,92199 84 36 1,16978 14,7837|1,14477 13,9562
3,88485 20 54§ 70 1,18523 15,3189|1,15965 14,4427 | 42 | 3,91613 80 2,02“ 1,16163 14,5087|1,13709 13,7116
3,87926 8o gg 28 1,17783 15,0603(1,15274 14,2148 | 43 | 3,91003 71 640 42 1,15317 14,2290|1,12910 13,4616
3,87361 12 3 017002 14,7917(1,14542 13,9771 | 44 | 3.90363 25 666 56| 1714443 13,9455 1,12085 13,2085

573 14
! 3,86787 98 586 78 1,16175 14,5127|1,13764 13,7291 | 45 | 3,89696 69 693 73 1,13535 13,6569(1,11225 12,9494
3,86201 20 30035 1,15306 14,2253(1,12044 13,4722 | 46 | 3,89002 96 727 74 1,12589 13,3625|1,10326 12,6841
3,85600 35 615 43 1,14390 13,9284(1,12079 13,2067 | 47 | 3,88275 22 763 30 1,11608 13,0641|1,09392 12,4143
3,84934 92 636 73 1,13423 13,6216/1,11163 12,9309 | 48 | 3,87511 92 800 54 1,10588 12,7609|1,08422 12,1400

3,84348 19 658 84 1,12407 13,3067|1,10198 12,6468 | 49 | 3,86711 38 839 82 1,09528 12,4531(1,07411 11,3608

33368935  gq, g,|711338 12,0832i1,09180 12,3537 | 0 | 38587156  gg¢ g, 1108425 12,1408/1,06355 11,5758
3.83007 52 1,10210 12,0503|1,08103 12,0511 | 51 | 3,84984 92 1,07280 11,8250(1,05259 11,2874

o 6 6
3,82295 22 ;;; 37 1,00024 12,3094(1,06969 11,7405 | 52 | 3,84048 25 3:39 3§ 1,06091 11,5055(1,04119 10,9949
3,81537 85 811 41 1,07789 11,9644(1,05786 11,4250 { 53 | 3,83058 87 1051 87 1,04854 11,1826(1,02932 10,6985

3,80726 44 268 28 1,06508 11,6161|1,04556 11,1062 | 54 | 3,82007 0O 1125 16 1,03574 10,8577|1,01700 10,3993

3,79858 16 935 35 1,05177 11,2634(1,03277 10,7837 | 55 | 3,80881 84 1203 60 1,02254 10,5327(1,00427 10,0988
3,78922 81 O g 1o 1103799 10,9142|1,01951 10,4595 | 56 | 3,79678 24 1,9 gg(1,00893 10,2077/0,99113 9,7978
377916 34 1 gg ¢ 41102371 10,5612|1,00574 10,1330 | 57 |3,7839036 1. 3 3,10,99439 9,8830/0,97756 9,4964
3,76826 8o 1178 30 1,00897 10,2086/0,99150 9,8062 | 58 | 3,77011 53 1477 41 0,98041 9,5590/0,96355 9,1950
i 375648 40 099373 9,856710,97677 9:47921 59 |3:75534 12 g, 350196547 912357/2,94909 8,8938

I a

Abb. 1 Aus: GauB, Carl Friedrich: Werke. Band IV, 2. Abdr. Nachlass. [Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung: Auf die Bestimmung der Bilanz fiir
Witwenkassen.]. Herausg. von der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen 1880.

Beitrage zur Statistik Bayerns, Heft 538 | Statistik und Leibrente?



NACHLASS.

log.

J Anzahl
der Lebenden

Frauen

decr. i log.

Leibrentenwerth
beim Zinsfuss
von 34 proc. | von 4 Proc. | ... |
num, } log. I

num.

Anzahl

Al-

log.

der Lebenden

Minner

decr.

Leibrentenwerth

beim Zinsfuss

von 3% proe. | von 4 proc.

log.

! log.

num, i

nuam.

3,75648 40
3,74374 49
3,72997 43
3,71508 37
3,69897 c©
3,68151 26

3,66256 go
3,64196 96
3,61940 64
3,59461 35
3,56749 69

3,53807 c8
I 3,50623 44

3,47173 17
3,43408 96
3,39287 27

3,3475% 52
3529754 17
3,24254 14
3,18298 50
3,11997T 54

3,05461 30
v 2,98766 63
2,91750 55
2,84073 32
2,75358 31

2,656c9 32
2,55145 00
l 2,44247 98
2,33243 35
2,22010 81

2,10380 37
1,98227 12
1,35733 25
1,72427 59
1,57978 36

1,41497 33
1,23044 89
1,0C000 CO
0,69897 co
©0,30103 CO

1273 9110,99373

0,47327

[0,45516
0,44032
042591
0,40746

11233 °4 0,38481

11630 44
0,35819
0,327c8
0,28570
0,23416
0,16881

12153 25
12493 37
13305 66
14449 23
16481 03
0,c9c36
9,97728
9,82594
9,58712

18452 44
23044 89
30103 00
39794 0|

©,97677
0,96150
©,94568
0,02928
0,91229
0,39468

9,8567
9,5052
9,1550
8,8c60
8,4586
8,1137

0,37647
0,85766
7,1051|0,83842
6,7858/0,81889
6,4759|0,79901

7:772¢
7:4347

6,17:6!0,77858
5,8746(0,75749
5,5829(0.73576
5,3014/0,71367
5,033210,69148

0,66965
4,55410,64869
4,3498/0,629c8
4,1638&0,6104:
3,:9832/0,59147

4,7829

057038
0,54554
0,51755
0,48948
0,46588

3,7915
3,5783
3,3528
3,1411
2,9735

0,448c0
2,7562(0,43339
2,6663/0,41925
2,5554|©:40109
214256/0:37875

2,8520

2,2813/0,35247
2,1236/0,32174
1,930610,28c75
1,7146/0,22962
I=+751i0,1647r

:,2313[0,0867:'.
©,9490,9,97412
©,6698(9,32327
0,3865|9,53503
o |

94792
9,1516
88242
83,4972
8,1712
7,8466

7:5243
7,2C55
6,3032
6,5901
6.2952

6,0059
5,7212
5,4420
31721
4,5145

4,6736
44534
4,2568
4,0777
3:9036

3,7136
3,5119
3,2927
3,0866
2,9233

2,8c54
2,7126
2,6257 |
2,5182
253919 |

2,2515
24,0977
1,9087
1,6968
I,4612

1,2210
0,9421
,6657
0,3846
o

3,75534 12
3,73949 32
3,72255 17
| 3,70440 69
3,68493 51
3,66398 35

3,64137 49
3,61689 54
359028 44
3,56133 99
3:52994 34

(o]

3,49596 04
3,459¢9 08
3,41896 38
3,37548 07
3,32878 72

e e B B B
T

3,27921 05
3522711 5I
3,17260 29
3,11561 0§
3,05576 05

2,992I1 15
2,92324 40
2,85308 32
2,77631 ¢9
2,68916 08

2,59167 59
2,48702 77
2,37805 75
2,26801 62
2,15563 53

| 2,03938 14
| 1,91784 89
| 1,79291 02
1,65985 36
1,57536 13

93 |
94 |
95 | 1,35955 10
96 | 1,16602 66
97 | 0,93557 77
98 | 0,63454 77
99 | 0,23660 77

1584 80
1694 15
1814 48
1947 13
2095 16/
2260 86

2447 95
2661 10
2894 45
3139 65
3398 30

3686 96
4012 70
4348 31
4669 35
4957 67

52¢9 54
5451 22
5699 24
5985 co
6364 50

6886 75
7016 08
7677 23
8715 ox
9748 49

10464 32!
10897 02|
r1ceq 13)
11233 04|

11630 44,

12153 25
12493 37
13305 66
14449 23
16481 03

13452 44
23044 89
30103 00|
39794 c9|

©,96547
©,95009
0,93416
2,91770
©,90069
0,83317

0,36519
©,34683
0,82824
0,80952
;79267

©,77172
0,75288
©,73449
0,71663
0,69911

0,68148
0,66316
0,64372
0,62282
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©,49709
0,47327

©,45516
©,44032
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0,40746
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0,16881

0,c9036
9,97728
9,82594
9,58712

|
9,2357/9,94909
8,9144/0,93417
8,5933{0,91869
8,2737/0,90267
7,9559(0,88611
7,6414/0,86901

0,85144
0,33349
o,81530
©,79697
0,773850

7:3315
7,0280
6,7335
6,4494
6,1755

5,9118
5,6608

©,75992
0,74144
5,4261|0,72339
5,2075.0,70587
5,001 650,68869

4,8026
4,6043
4,4027
4,1958
3,9844,

0,67140
0,65342
0,63432
0,61376
0,59162

0,56846
©,54554
1051755
048943
0,46588

3,7747
3,5783
3,3528
3,I411
2,9735

2,8520(0,448c0
2,7562/0,43339
2,6663|0,41925
2,5§55410,401G9
2,4256.0,37875

2,2813!0.‘35247
2,1236(0,32174
1,9306;0,28075
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1,4751/0,16471

1,23!3%0,0867:
0,94909,97412
0,669819,81327
0,3865/9,53503
o

|

83,8938
8,5935
8,2925
7,9922
7,6932
7,3962

7,1c30
6,8153
6,5358
6,2657
6,0049

5,7534
5,5136
5,2892
5,0801
4,8830

4,6924
45021
43084
4,1092
3,905¢

33,7022
3,5119
3,2927
3,0866
29233
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2,3919
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1,6968
1,4612

1,22IC
0,9421
0,6657
0,3846
o]
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Die Tabelle von GauB beschrankt sich auf die Altersjahre 19
bis 99. [Den Zahlenangaben dieser Tafeln liegen die von BRU-
NE im 16. Bande des CRELLEschen Journals fir Mathema-
tik zusammengestellten Erfahrungen tber die in der k. Preus-
sischen allgemeinen Witwen-Verpflegungs-Anstalt wahrend
der Zeit von 1776 bis 1834 successive aufgenommenen
31 500 Ehepaare zu Grunde ...], vgl. Abschnitt ,Einrichtung
und Gebrauch der Tafeln®.

Will man das Zahlenwerk von GauB nachvollziehen, so muss
man in einem ersten Schritt die Anzahl der Lebenden entloga-
rithmieren. Die GroBen N, und D, fehlen zwar in der Tabelle,
letztlich basiert der nachschiissig berechnete ,Leibrenten-
werth* auf diesen beiden GroBen.

Erste Diskontierung von Simon Stevin

Nennenswert ist an dieser Stelle, dass bereits rund hun-
dert Jahre vor Leibniz der aus Briigge stammende Simon Ste-
vin (1548 - 1620) diskontierte Zahlen und Barwerte berechne-
te; 1585 erschien das Werk La Pratique dArithmetique. Stevin
fihrte die Berechnungen fiir eine Reihe von Zinssatzen und fir
jeweils dreiBig Jahre durch (ausgehend von einem Betrag von
zehn Millionen). Der linke Teil von Abb. 2 zeigt einen Ausschnitt
einer Tabelle der genannten Schrift.

Die erste Spalte beinhaltet die Anzahl der Jahre. In der zweiten
Spalte werden die diskontierten Betrdge ausgewiesen. Der fiir
zehn Jahre diskontierte Betrag (6 755 640) errechnet sich in
heutiger Schreibweise wie folgt? :

1071_

Bei den in der dritten Spalte nachgewiesenen Zahlen handelt
es sich um nachschiissig berechnete Barwerte. Sie sind (ib-
rigens die kumulierten Werte der zweiten Spalte. Den in der
zehnten Zeile ausgewiesenen Wert (81 108 949) erhélt man in
heutiger Schreibform folgendermafen:

107 1,049-1_
Toa0 G a1 = 81108958,

Die zweite Spalte dieser Tabelle verdient aus der Sicht der Be-
rechnung von Kommutationszahlen und Versicherungsbar-
werten eine besondere Beachtung. Zweihundert Jahre spéater
flihrte Nicolaus Tetens den gleichen Rechengang durch. Wah-
rend Stevin jeweils den Betrag von zehn Millionen wdhlte, lie
Tetens in seine Berechnungen die Anzahl der Uberlebenden
nach der Absterbeordnung von Peter StiBmilch (1707 - 1767)
einflieBen. Heute nennt man diese GroBe ,Diskontierte Zahl

der Lebenden des Alters x“. Hinter den Berechnungen von Ste-
vin und Tetens steht jeweils der Diskontierungsfaktor J—n
Der rechte Teil von Abb. 2 zeigt die Tabelle von Tetens. Firr das
in Spalte A ausgewiesene Alter 10 errechnet sich bei Heran-
ziehung der Zahl der Lebenden (Spalte B) der entsprechende
Wert in Spalte C wie folgt: 359,40 = 532. L,
1,04"

Die hier angesprochene Diskontierung féllt in das Gebiet der
Zinsesszinsrechnung. Die kaufménnische Diskontierung rech-
net bekanntlich nur mit einfachen Zinsen.

Das genannte Werk von Stevin verdient besondere Beachtung,
weil erst rund hundert Jahre spéter Leibniz den Satz prégte
,Flr hohere Potenzen werden wir Logarithmen zur Anwen-
dung bringen, ..."

Von den Logarithmen machte auch Edmond Halley bei sei-
ner Berechnung des Barwerts einer Rente im Jahr 1693 Ge-
brauch.

Die von Stevin bearbeiteten Tafeln zur Berechnung von Zin-
seszinsen wurden von Jost Biirgi (1552 - 1632) fortgesetzt.
Wurde Biirgi bei der Schaffung seiner ,Progress-Tabulen® da-
von etwas inspiriert? Diese veroffentlichte er 1620 unter dem
Titel Aritmetische und Geometrische ProgreB-Tabulen/sambt
grindlichem unterricht/wie solche nditzlich in allerley Rech-
nungen zugebrauchen/ und verstanden werden sol. Vielleicht
hat die Zinseszinsrechnung die bemerkenswerte Zahl e (Basis
der natirlichen Logarithmen =2,718282...) hervorgebracht.
Die 10 000. Potenz der von Biirgi gewahiten Zahl 1,0001 ergibt
den Wert 2,718146 und stimmt mit der Zahl e = 2,718282
auf drei Nachkommastellen tiberein.

Zur Person Stevin: Er war ein Verfechter der Dezimalbruchrech-
nung, 1585 wurde das Buch De Thiende (Dezimalbruchrech-
nung) vertffentlicht. Er forderte die Einfiihrung dezimal unter-
teilter Miinz-, MaB- und Gewichtssysteme. Wéhrend andere
negative Zahlen ablehnten, hatte Stevin diese anerkannt. Ste-
vin setzte sich auch fiir die indisch-arabische Zahlenschreib-
weise von Briichen ein. Den fiir den Schiffbau wichtigen Be-
griff des Metazentrums filhrte Stevin ein. Er war ibrigens ein
Anhénger der kopernikanischen Lehre.

2 Die Berechnung kann auch logarithmisch oder (fiir kleine Werte) mit dem Bi-
nomischen Lehrsatz durchgefiihrt werden.
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Diskontierte Zahlen von Simon Stevin (links) und Nicolaus Tetens (rechts)

D'ARITHMETIQVE,

E A - * ?'s :
Table d'intereft de 4 pour 100.
. 9615335 9615335
2. 9245562 18860947
js 8889963 27750910
4 8548041 36298951
5 8219270 d44518221
6. 7003144 52411369
7 7599177 60010542
. 7306901 67327443
9 7025866 74353509
Ig. 675640 S1108940
1 6495808 87604757
iy 6247969 93850726
15 6005739 9989646
I4. §774749 105631214
. §§§2643 111183857
a6, 5339080 116522037
7. §133731 F216 56668
18, 4936280 126592948
> 4746423 131539371
i 4563368 135903239
= 4388335 149291 574
ALIODTRR TAACITI T2

Fon unverdnderlichen Leibrenten, 89
A B B D. E.
Algr, | Lebende | Die Zabien | Semmen dir | Summen dev
wach | i 8. discon- | Saklm fu B, | Zahle ta 0,
Stifemilch. | tive anf die[von hinten |vom kinten
ofahre des|om addird, |an addive,
Aitersy filr
r=1,04.
o 1000 | 1000 28088 13431, 48
i 750 7at, 15 27988 11431, 48
3 661 Git, 13 27338 10710, 33
2 618 540 40 7 108049, 30
4 593 560, go i!ﬁgg 0540, o
5 579 475 90 253 9042, 02
6 567 448, 11 | 24787 8567, co
E .;-5*5 423, 5t =4E;‘o 8118, 80
47 390 a3 760b, 38
9 $39 378, 69 a3y 200, gg
101 533 | 359,40 | 22578 Egtﬂ- o
i 527 | 343,33 | 23046° | Bss8, Go
13 523 336, g& 2151 6216, 27
13 519 311, 70 mqog . | 5889 6
14 515 397 40 20477 55T Ot
15 511 383 74 19962 53, 51
16 | 507 | 270,69 | 1oast | 4996, 77
1 593 | asBiaz | 18044 4736, o
18 459 246, 33 18441 4457, 85
13 495 234, 95 17043 4231, €2

Abb. 2 Aus: Stevin, Simon: La Pratique d* Arithmetique. In: L Artithmetique. Leyden 1585 bzw. aus: Tetens, Johann Nicolaus: Einleitung zur Berechnung

der Leibrenten ... . Bd. 1. Leipzig 1785.

Im Zusammenhang mit den Berechnungen von Stevin sei an
den englischen Mathematiker Charles Babbage (1792 - 1871)
erinnert, der bedeutende Arbeiten auf dem Gebiet der Rechen-
maschinen leistete. Eindrucksvolles wurde 120 Jahre nach
seinem Tod vermeldet. ,Angetrieben von einer Handkurbel
rechnete am 29. November 1991 eine drei Tonnen schwere
Maschine aus rund 4 000 bronzenen und gusseisernen Teilen
X’ fiir alle x von 1 bis 100 aus.“, vgl. Denkendes Réaderwerk in
»opektrum der Wissenschaft”, Marz 1993. Die nach den Ori-
ginalzeichnungen gebaute ,Difference Engine No. 2 lieferte
fehlerlose Resultate.

Die Anféange der Lebensversicherung fallen in das

18. Jahrhundert

Lange Zeit herrschte die Auffassung, wonach der freie Mensch
keinen Preis habe. Nach rémischem Recht war es unzuldssig,
auf das Leben eines freien Biirgers einen Geldbetrag auszuset-
zen. Bemerkenswert ist, dass die Preise der Sklaven zur Zeit des
romischen Kaisers Diokletian (reg. 284 - 305) nach Altersgrup-
pen und nach dem Geschlecht festgelegt worden waren. Dies
zeigt ein Inschriftenfund aus dem Jahr 1970 (s. S. 36).

Gegen die Einwdnde, man kdénne mit Menschen nicht wie
mit Waren rechnen, wandte sich Nikolaus Bernoulli (1687 -
1759). Dieser brachte zum Ausdruck, dass man nur mit der
Wahrscheinlichkeit der Dauer des menschlichen Lebens rech-
ne. Auch hielt er Spiele, Wetten und Lotterien fiir erlaubt, so-
lange sie gerecht sind und es sich dabei um ehrenwerte Din-
ge handle.’

Nach Julius Wyler gab es in England schon seit 1709 Ver-
sicherungsgesellschaften, die Erlebnisfallversicherungen ab-
schlossen. Dagegen nicht in Frankreich; wer dort irgendwel-
che finanzielle Fiirsorge fiir die Zukunft treffen wollte, war
gezwungen, eine Leibrente zu kaufen oder einer Tontine beizu-
treten, vgl. Wyler, Julius: Die Tontinen in Frankreich. Miinchen
und Leipzig 1916. (=Staats- und sozialwissenschaftliche For-
schungen; 189).

Die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung ermdglich-
te die Einrichtung von Versicherungen. Die verschiedenen For-

3 In Bayern wurde 1735 zur Aufbesserung der Staatsfinanzen das Lottospiel
eingefiihrt.
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men der Lebensversicherung (Leibrente, Erlebensfallversiche-
rung, Todesfallversicherung und Versicherung verbundener
Leben) sind ein Anwendungsgebiet der Zinseszins- und Ren-
tenrechnung. Die Sterbetafel ist neben der Zinseszins- und Ren-
tenrechnung die Grundlage der Versicherungsmathematik. Ei-
ne Sterbetafel (Uberlebendentafel) ist die maBgebliche Basis,
um Lebensversicherungen zu tarifieren. Eine Lebensversiche-
rung muss wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit der Versi-
cherungsfall in einem bestimmten Zeitraum eintritt. SchlieBlich
soll eine Versicherung dem Schutz der Familie und der Vorsorge
fir das eigene Alter dienen.

Als erste Lebensversicherungsanstalt auf mathematisch-
statistischer Grundlage gilt die 1762 in England gegriindete
»Equitable Life Assurance Society“. Das erkldrt wohl auch die
Herkunft der in einer Uberlebendentafel gebrauchten Zeichen.
Sie wurden in den 50er Jahren des 19. Jahrhunderts von Ma-
thematikern englischer Lebensversicherungsgesellschaften
vereinbart. Altenburger hat das auf wenige Regeln aufgebaute
englische Zeichensystem zusammengefasst, wie Heinrich
Braun ausfiihrte. Hier eine kleine Auswahl:

I (living) fiir die Anzahl der Lebenden

d (dead) fur die Anzahl der Toten

p (probality of live) fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit

q fir die Sterbewahrscheinlichkeit [q folgt auf p].

Die sogenannten Witwen- und Waisenkassen wurden im 18.
Jahrhundert errichtet. Der Konstrukteur der ersten bayerischen
,Mortalitats-Tafel“ [Sterbetafel], Dismas A. Gebhard (1784
- 1846), berichtete im ersten Band seiner Schrift Ueber Witt-
wen- und Waisen-Pensions-Anstalten, dass [in Bayern] 1808
die Pensions-Anstalt fiir die Witwen und Waisen der Advokaten
entstand. Zwischen den Jahren 1817 und 1827 wurden meh-
rere Anstalten fiir die Witwen und Waisen der Schullehrer in je-
dem der damals acht Kreise des Kdnigreichs eingerichtet. Geb-
hard sah kein Bediirfnis nach solchen Anstalten beim groften
Teil des Volkes — den Bauern. Wohl aber bei den Familienvatern,
nach deren Tod ihre Hinterlassenen aller Substanzmittel beraubt
werden, wenn sie nicht so viel Vermdgen besitzen, dass sie
vom Ertrag desselben leben konnen. Der in Lauterhofen (Ober-
pfalz) geborene Gebhard war in den Jahren 1826 - 1828 vom
Finanzministerium mit den Arbeiten zum Entwurf einer Satzung
und den Vorbereitungsarbeiten fiir die Errichtung einer Pensi-
onsanstalt fir Witwen und Waisen beauftragt worden.

Dismas A. Gebhard beklagte den Zustand der ,Wittwen- und
Waisen-Pensionsanstalten®. So schreibt er 1832: ,Vergleicht

L
Drs

Herrn Leonpard Culersd
ndthige -~

Berechnung sur Einvidtung
einer  Witwencage,

f

v fomme ofles auf eine ridhtiqe

Erdrterung blefer Frage an: cin

@pepaar, movon ber TMann m

Japr, die Frau aber n Faphr ait ift,

bejablet anigo in die Cafe eine geroife Summe
@eld a, undb madht fich anbelfchig, fo lange Die
beade Ieben, jabriih nod) eine gewifie Summe b
ju ber Cafie bengutragent bagegen verpflicheer fidh
bie Cofie nadh bem Tobe tes Mannes, friner Wit
we jariid elne Peofion = p, fo lange fie leber,
ausjujaplen ; nun ift Nt:&ﬂah wie bas “"ﬁﬁ

.

Abb. 3 Aus: Neues Hamburgisches Magazin. 1767 - 81. 8. Bd., 43. St., 1770, S. 3.

man die &lteren griindlichen Schriften iiber Wittwen- und Wai-
sen-Pensionsanstalten mit den neuesten, so ist es beinahe un-
begreiflich, wie man nach 70- bis 80-jdhrigen Erfahrungen,
und nach solchen erleuchteten Vorgéngern noch so viel Ober-
flachliches an den Tag férdern konnte.“ Gebhard erwahnte an
anderer Stelle einen Aufsatz des Prof. Euler im Neuen Hambur-
gischen Magazin (Jahrgang 1770), ,in welchem Kritters Be-
rechnungen in algebraische Formen gebracht wurden®. Abbil-
dung 3 zeigt die erste Seite der Abhandlung von Euler. Mit den
Berechnungen von Kritter ist dessen Schrift Oeconomisch-po-
litische Aufldsung der wichtigsten Fragen wegen der Einrich-
tung dauerhafter Witwen-Cassen ... von 1768 (Géttingen)
gemeint. Sie wird von Gebhard als die erste griindliche Schrift
in diesem Fach bezeichnet, s. S. 144).
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Johann Augustin Kritter meinte, dass die Schrift von Euler nur
denen verstandlich ist, welche die hohere Rechenkunst und
die Algebra gelernt haben. Deshalb verfasste er 1781 eine Ab-
handlung, in der er sich der algebraischen Sprache so viel wie
maglich enthalten wollte (siehe Abbildung 4).

Abb. 4 Abschrift aus: Gottingisches Magazin der Wissenschaften und
Litteratur. 2. Jg., 1. St., 1781, S. 390.

Die erste deutsche Lebensversicherung wurde 1827 von Ernst
Wilhelm Arnoldi (1778 - 1841) gegriindet. Von seinem Lan-
desherrn erhielt er die Lizenz zur Errichtung der ,Gothaer Le-
bensversicherungsbank.“ Die 1838 in Triest gegriindete Ri-
unione Adriatica di Sicurta (RAS) war schon im friihen 19.
Jahrhundert auf dem deutschen Markt tatig (s. Abb. 5).

Die Lebensversicherung fiir jedermann féllt in das Jahr 1916,
als die ,Miinchener Riick” eine Abteilung einrichtete, die sich
mit der Deckung ,erhohter Risiken“ beschéftigte. Zuvor war
eine Lebensversicherung nur gesunden Menschen vorbehal-
ten.

Nach Brockhaus (1955) dient eine Lebensversicherung
zur Deckung eines Vermdgensbedarfs, der wegen der Un-
gewiBheit der menschlichen Lebensdauer nicht mit Si-
cherheit durch den Ertrag der Lebensarbeit eines einzel-
nen gedeckt werden kann. Der Versicherungsgedanke geht
zuriick auf die Bildung einer Schicksals- bzw. Risikoge-
meinschaft. Eine Gruppe von Personen, die demselben Ri-
siko ausgesetzt ist, bildet einen ,Schadenpool®. Dies
gleicht der Idee der Aktiengesellschaft: Damit nicht ein Einzel-
ner die Finanzierung bernehmen muss, griindete man eine
Gesellschaft, an der sich viele beteiligen konnten, um so auch
groBere Investitionen aufbringen zu kénnen.
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Abb. 5 Aus: Allianz Aktiengesellschaft Holding: Bericht iiber das Geschéftsjahr 1989.

Im deutschen Sprachraum wurde 1895 das Kénigliche Semi-
nar fiir Versicherungswissenschaft der Universitdt Gottingen
gegriindet.

Eine erwdhnenswerte AuBerung des berihmten Physikers
Werner Heisenberg (1901 - 1976) sei hier wiedergegeben:
,Daher kann sich niemand dariiber wundern, dass wir Physi-
ker hier Statistik treiben miissen, so wie etwa eine Lebensver-
sicherungsgesellschaft iiber die Lebenserwartung ihrer vielen
Versicherten statistische Rechnungen anstellen muss*, vgl.
Heisenberg, Werner: Der Teil und das Ganze. Gespréache im
Umkreis der Atomphysik. 9. Gesprédche (iber das Verhdltnis
zwischen Biologie, Physik und Chemie (1930 - 1932). 5. Auf-
lage. Miinchen 2003, S. 125.

Wandel im Umgang mit Risiken
Da jede menschliche Tétigkeit mit Risiken (Wagnissen) verbun-
den ist, suchte man schon in friiher Zeit nach Mdglichkeiten
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der Absicherung. Lange vor Anwendung der Wahrscheinlich-
keitsrechnung erkannte man, dass gewisse Schadensereig-
nisse mit abschatzbaren Haufigkeiten auftreten.

In den Gesetzen des babylonischen Kénigs Hammurapi (reg.
1792 - 1750 v. Chr.) wurde schon der Fall einer Havarie zwi-
schen einem stromabwadrts und einem stromaufwérts fah-
renden Schiff behandelt (Horst Klengel). Diese dlteste Ge-
setzessammlung der Welt (1902 entdeckt) enthélt auch
Bestimmungen (iber die Haftpflicht. Hammurapi fiihrte 282
Paragraphen ein, die das Leben der Menschen vom Strafrecht
bis zum Hausbau regelte.

An Bedeutung gewinnen alternative Versicherungstechniken.
Die Assekuranzunternehmen tendieren dazu, Katastrophen-
risiken an die Kapitalmérkte zu transferieren. Zu den Risiken
aus Lebensversicherungen zahlt zum Beispiel der Fall, dass
Katastrophen wie eine Vogelgrippe-Pandemie eine massive
Auszahlung von Lebensversicherungen nach sich ziehen
konnte. Denkbar wére auch, dass eine markante Erhéhung der
Lebensspanne der Menschen die Rentenverpflichtungen der
Pensionskassen iiber Gebiihr ansteigen lassen.

Seeversicherung reicht weit zuriick

Schon in der Antike waren die Risiken auf See AnlaB zu Verein-
barungen Uber die Schadensteilung. Im 3. und 2. Jahrhundert
vor Christus erlebte die Inselstadt Rhodos als See- und Han-
delsmacht ihre Bliitezeit. Damals entstand eine erste Regelung
iiber die Aufteilung des infolge Seewurfs (Uberbordwerfen)
entstandenen Schadens unter sdmtlichen Frachteigentiimern
(lex Rhodia de iactu). Das rhodische Seerecht erlangte durch
Rom Weltgeltung.

Dem griechischen Seerecht entlehnten die Romer das Seedar-
lehen (fenus nauticum, auch pecunia traiecticia). Nach Max
Kaser (Das romische Privatrecht) wurde dieses fir einen See-
transport, besonders zum Wareneinkauf, erteilt und hatte die
Funktion einer Seeversicherung. Sie ist der dlteste Zweig der
kommerziell betriebenen Versicherung.

Um ein besonderes Seedarlehensgeschéft handelte es sich
bei der Bodmerei (Verbodmung); sie wurde 1972 abgeschafft.
Wegen der Fortschritte in der Nachrichtentechnik verlor sie
an Bedeutung (Bank- und Versicherungslexikon von Henner
Schierenbeck).

Seereisen waren solange mit zusatzlichen Risiken verbunden,
als das Problem mit dem Lédngengrad ungelost war. Da die
Erde in vier Minuten ein Grad ihrer Rotation zuriicklegt, las-
sen sich die Auswirkungen vor- oder nachgehender Uhren
leicht ausmalen. Dieses Problem wurde erst im 18. Jahrhun-
dert (1761) durch John Harrison (1693 - 1776) gelost. Die
Fertigstellung seiner H4 (Seeuhr zur Bestimmung der geogra-
phischen Lange) begiinstigte Englands Aufstieg zur beherr-
schenden Seemacht im 18./19. Jahrhundert.

Plinius d. A. (um 23 - 79 n. Chr.) berichtete in seiner Naturkun-
de VI Geographie Asien (XXIV 83): ,Nach den Sternen richtet
man sich hier bei der Schiffahrt nicht; das Siebengestirn sieht
man nicht mehr. «Vielmehr» nimmt man Vogel mit, die man
von Zeit zu Zeit fliegen lasst und deren nach dem Land stre-
bendem Flug man dann folgt. Auch fahrt man héchstens vier
Monate im Jahr zur See” (nach Kai Brodersen 1996). Beriihmt
war der Leuchtturm Pharos von Alexandria (279 v.Chr.), des-
sen Licht man etwa 55 km weit sehen konnte.

Ende des 17. Jahrhunderts wurde das Londoner Kaffeehaus
von Edward Lloyd Mittelpunkt der Seeversicherer. Fiir Lloyd’s
war lange Zeit eine eher intuitive Abschétzung der zu versi-
chernden Risiken charakteristisch. Vorbei sind die Zeiten, in de-
nen bei Lloyd’s of London die Glocke geschlagen wurde, wenn
die Nachricht von einem Schiffsuntergang eintraf. Mit Fragen der
Schiffsversicherung setzte sich nach 1700 Nikolaus Bernoulli
(1687 - 1759) auseinander.

Nicht ungenannt bleiben soll ein Eintrag in den Geschéftsbii-
chern der Medici aus dem Jahr 1395, bei dem es sich um eine
Versicherung (Sichurta) von Tortosaer Wolle handelt. Dieses
Buch wurde in zwei Wahrungen gefiihrt: Pisaer fiorini (fl.) in
romischen Zahlzeichen geschrieben, wahrend die Florentiner
Wahrung in arabischen [indisch-arabisch] Ziffern erschien,
vgl. Luca Pacioli.

Den bisherigen Ausfiihrungen zum Thema Risiko soll ein his-
torischer Abstecher in die Sphéren der Finanzwelt folgen.

Die Aktie als Finanzierungsform zur Risikoverteilung

Die Entdeckung ferner Lénder brachte neue Handelsbezie-
hungen. Mehr als wissenschaftlicher Ehrgeiz diirfte der Han-
del mit Gewiirzen der Tropen den Anreiz zu den Entdeckungs-
reisen um die Wende vom 15. zum 16. Jahrhundert gewesen
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sein. Die Uberwindung des Raumes durch den Verkehr, ob er
nun der Menschen-, Giiter- oder Nachrichtenbeforderung dient,
beansprucht groBe Aufwendungen an Kapital. Das gilt fiir alle
Staats- und Wirtschaftsformen. So entwickelten sich vom Mit-
telalter bis zum 17. Jahrhundert neue Finanzierungsarten.

Finanzinnovationen sollten der Kontrolle des Risikos dienen
und die unvorhersehbare Zukunft sollte kalkulierbarer werden.
Das Risiko eines Fehlschlags sollte auf mehrere Schultern ver-
teilt werden.

Die erste Aktiengesellschaft der Welt wurde im Jahr 1602 mit der
VOC (Vereenigde QOost-Indische Compagnie) in Den Haag ge-
griindet. Diese Gesellschaft schuf zur Finanzierung ihrer Flotte die
Aktie als Finanzierungsinstrument. Damals wie heute waren die
Risiken des Aktienengagements nicht zu verkennen. Das Risi-
ko mit VOC-Aktien kdnnte das zeitgendssiche Bild Seesturm mit
Schiffbruch an einer Felsenkiste (1647) von Bonaventura Pee-
ters (1614 - 1652) versinnbildlichen. Allgemein gilt die 1611 ge-
grindete Borse in Amsterdam als élteste organisierte Borse der
Welt. Beim Finanzierungsinstrument Aktie bestehen in einem
Punkt zwischen damals und heute keine Unterschiede: Die Akti-
ondre sind die wichtigsten Geldgeber und die eigentlichen Risi-
kotréger der Wirtschaft.

Die Gefahr der Zahlungsunfahigkeit eines Versicherers fiihrte seit
dem 17. Jahrhundert dazu, dass an die Stelle des Einzelversi-
cherers die Aktiengesellschaft trat. Der Umgang mit Risiko ist
das Kerngeschaft der Versicherer. Fiir Lebensversicherer stellen
sich zwei wesentliche Fragen: Liegen den Versicherungsvertra-
gen passende Sterbetafeln zugrunde und wie entwickeln sich die
Kapitaimdrkte in der Zukunft.

Zur Griindung zahlreicher Aktienbanken kam es, als
durch die aufkommende Industrialisierung der Kredit-
bedarf gewaltig zunahm.

Termingeschéfte — keine Erfindung unserer Zeit

In die Phase des Amsterdamer Friihkapitalismus fallt die Griin-
dung der Amsterdam‘schen Wisselbank (Wechselbank) im
Jahr 1609. Sie erweiterte spéter ihre Aktivitdten um Waren-
und Geldtermingeschéfte.

Die Anfange des Terminhandels reichen zuriick bis in das
16. Jahrhundert. So wurden noch nicht eingebrachte Ernten
in einer Art Warentermingeschaft zu einem festen Preis ver-
duBert. Diese damals ausgeiibten Termingeschéfte bezeich-

net man heute als Forward-Kontrakte. Das sind Geschéfte,
bei denen Lieferung und Abnahme zu einem bei Geschéfts-
abschluss festgelegten zukiinftigen Termin erfolgen. Der Preis
der zugrunde liegenden Vermdgensgegenstande wird bei Ab-
schluss des Geschéfts festgelegt. Futures sind standardisierte
und bérsenmaBig gehandelte Terminkontrakte, die auf Zinsop-
tionen, Aktien oder Indizes abgeschlossen werden.

Ein Blick in die Antike zeigt, dass Termingeschéfte keine Erfin-
dung unserer Zeit sind. So berichtete Aristoteles (Politik 1, 11),
dass Thales von Milet eine ergiebige Olivenernte voraussah.
Noch im Winter pachtete er sémtliche Olpressen in Milet und
Chios fir einen geringen Betrag. Als dann die rechte Zeit kam
und viele Olpressen verlangt wurden, da verpachtete er sie
teuer und gewann viel Geld.

Finanzderivate zur Absicherung und zur Spekulation
Finanz-Derivate sind Produkte, deren Preis sich von einem Ba-
siswert (Aktien, Obligationen, Rohstoffe, Zinssétze) ableitet.
Heutzutage prégen Derivate einen groBen Teil der Finanzmérkte
und iiben einen enormen Einfluss aus. Man kann sich mit ihnen
einerseits gegen das Auf und Ab von Marktpreisen absichern
und andererseits besteht die Mdglichkeit der Nutzung von De-
rivaten zur Ertragsoptimierung. Sie kénnen wohltuend wie ei-
ne Versicherung sein.

Der Einsatz von Derivaten gehort auch zur Anlagestrategie der
Hedge-Funds. Das Betatigungsfeld der Hedge-Funds umfasst
alles auf dem Kapitalmarkt, womit man Geld verdienen kann.
So konnen Hedge-Funds durch Leerverkdufe und Terminge-
schéfte auch bei fallenden Borsen Gewinne erzielen.

Die Geschichte der Hedge-Funds ist eng mit Marktkorrek-
turen verbunden. Ein unrithmlicher Fall war der Beinahekol-
laps von ,Long Term Capital Management® (LTCM) im Rah-
men des russischen Schuldenmoratoriums 1998, zu dessen
Partnern die Nobelpreistrager Myron Scholes und Robert Mer-
ton (s.u.) gehorten.

Die Idee der Hedge-Funds geht auf Alfred Winslow Jones
(1901 -1989) zuriick, der 1949 den ersten Hedge-Fund
im heutigen Sinne begriindete. Er recherchierte iber die
Mdglichkeiten, Markttrends vorherzusagen. Dabei kam
er zu dem Schluss, dass zuverldssige Prognosen (iber
Marktentwicklungen nicht maglich sind. Neu waren an
dieser Anlagegesellschaft Leerverkdufe (Short Selling)
und Fremdkapitalaufnahme (Leverage).
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Optionspreismodell nach Black-Scholes

Ein amtlich geregelter Optionshandel setzte erst in der zweiten
Hélfte des 20. Jahrhunderts ein (USA). Heute versucht man
fur Optionen den sogenannten fair value“ mit Hilfe theore-
tischer Modelle zu finden. Anfang der siebziger Jahre des 20.
Jahrhunderts stellten die Amerikaner Fischer Black und Myron
Scholes ein Optionspreismodell vor. Eine von Scholes, Black
und Merton entwickelte Formel sollte den Handel mit Finanz-
derivaten im heutigen Sinn ermdglichen. Fiir die Formel, die
dem Black-Scholes-Modell zugrunde liegt, wurde 1997 der
,Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften an Robert Mer-
ton und Myron Scholes verliehen (Black war 1995 verstor-
ben). Nachstehend wird eine Formel fiir die Bewertung einer
europdischen Call-Option C vorgestellt:

C=S,®(d))— K e™ d(d>), wobei

dy = [In (So /K) + (r + 6/2) 1] / (5]t )

dh=d,-o \/¥ und

@ (x) ist die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

S,- Aktueller Preis der Kaufoption

K: Basispreis

r. Zinssatz

. Restlaufzeit

o Volatilitat (Standardabweichung).

Ein Rechenbeispiel mit den folgenden AusgangsgréBen mag
zur Veranschaulichung beitragen.

S, 100 €, K: 95 €, Zins: 2%, Volatilitdt: 20% und die Lauf-
zeit 1/2 Jahr.

Mit den Rechenergebnissen d, (0,50) und d, (0,36) werden
die tabellierten Werte der Verteilungsfunktion & (x) der Stan-
dardnormalverteilung N(0,1) gewonnen; sie lauten 0,6915
bzw. 0,6406. Diese werden sodann in die oben stehende Formel
eingesetzt. Das Ergebnis fiir den Preis der Option belduft sich
auf 8,90 €. Demgegeniiber errechnen sich bei einer Volatilitdt
von 10 bzw. 30% folgende Optionspreise: 6,66 bzw. 11,80 €.

Bei diesem Bewertungsmodell wird u.a. vorausgesetzt, dass
Kursverdnderungen normal verteilt sind und sich die Volatili-
tat wahrend der Laufzeit nicht &ndert. An diesem Modell (ibte
Benoit Mandelbrot, der den Begriff ,Fraktal“® prégte, Kritik. Er
brachte zum Ausdruck, dass sich Preise diskontinuierlich ent-
wickeln und Kursschwankungen nicht normal verteilt sind. Dies
ist fiir ihn der Grund, dass die moderne Finanzmathematik in
diesen Mérkten nicht funktionieren kann. ,Die Mathematik von

Bachelier, Markowitz, Sharpe und Black-Scholes unterstellt je-
weils einen kontinuierlichen Ubergang von einem Kurs zum
ndchsten. Ohne das funktionieren ihre Formeln einfach nicht.”,
so Mandelbrot® in Fraktale und Finanzen, S. 324.

Vor der Einflihrung des Euro fand man auf der 10-DM-Note
das Bildnis von GauB nebst der Normalverteilungskurve, auch
Glockenkurve genannt (siehe folgende Abbildung).
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In diesem Kontext sei auf die Ausfiihrungen zur Normalvertei-
lung von Giinter Menges in seinem Buch Grundri3 der Statis-
tik. Teil 1: Theorie hingewiesen; siehe Abschnitt § 49,4 ,Natur-
gesetz oder Ideologie?”, Seite 248. Menges zitierte dabei auch
R.C. Geary, der 1947 schrieb: ,Normality is a myth: there ne-
ver was, and never will be, a normal distribution.” [Testing for
Normality. Biometrika, 34 (1947), S. 241].

Mathematische Modelle zur Berechnung von Pramien fiir Opti-
onen gab es bereits Jahrzehnte vor der Publikation der ,Black-
Scholes-Formel®. Louis Bachelier (1870 - 1946), der 1900
seine Dissertation Théorie de la Spéculation vorlegte, gilt als
der Begriinder der modernen Finanzmathematik.

Mit einem erstaunlichen Beitrag wartete die ,Neue Ziircher
Zeitung“ in ihrer Ausgabe vom 8. Oktober 2005 auf: Ein ver-
gessener genialer Wurf zur Bewertung von Optionen. Vinzenz

4 Dieser Preis wird nicht von Alfred Nobels Stiftung getragen, sondern von der
schwedischen Reichsbank (seit 1969).

5 Fir die Entwicklung seiner fraktalen Geometrie der Natur erhielt B. Man-
delbrot 1985 die Barnard-Medaille der Columbia-Universitét, eine sehr seltene
Auszeichnung.

6 Die Deutsche Bundesbank lud fir den 9. November 2005 zu einer Vortrags-
veranstaltung ein, bei der Professor Benoit B. Mandelbrot zum Thema
,What do Noah and Joseph have to do with the Financial Markets?“ sprach.
Siehe auch den Beitrag ,,Joseph, Noah und das moderne Risikomanagement:
Fachkonferenz der Bundesbank zu Ehren des Mathematikers Benoit Mandel-
brot* in der FA.Z. vom 15. November 2005.
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Bronzin nahm die nobelpreiswiirdige Black-Scholes-Formel
vorweg. Die weitgehend unbekannt gebliebene Publikation
von Vinzenz Bronzin Theorie der Prdmiengeschéfte erschien
1908 in Wien.

Statistische Methoden fiir 6konomische Zeitreihen

Die bereits erwahnte Krise des Hedge-Fund LTCM, die das Fi-
nanzsystem bedrohte, zeigt den fehlenden Schutz vor einem
Ausrutscher auf dem glatten Parkett der Finanzmarkte. Mit Ka-
pitalmarktmodellen beschaftigen sich viele Forscher. Im Jahr
2003 wurden Robert F. Engle und Clive W.J. Granger fir Me-
thoden zur Analyse dkonomischer Zeitreihen ausgezeichnet.
Sie entwickelten in den 80er Jahren des vorigen Jahrhunderts
Methoden zum besseren Umgang mit zwei entscheidenden Ei-
genschaften vieler Zeitreihen: zeitlich verdnderliche Volatilitat
und Nichtstationaritat.

Das englische Akronym ARCH (Auto-Regressive Conditional
Heteroscedasticity) geht auf Robert Engle zuriick und heift
»autoregressive bedingte Heteroskedastizitdt. Das Modell
wurde erweitert und erhielt den Namen GARCH (Generalized
Autoregressive Conditional Heteroscedasticity).

Der von der Schwedischen Reichsbank in Erinnerung an
Alfred Nobel gestiftete Preis fiir Wirtschaftswissenschaften
des Jahres 2003 wurde aufgeteilt zwischen
Robert F. Engle
Lur Methoden zur Analyse dkonomischer Zeitreihen mit
zeitlich variabler Volatilitdt (ARCH)“ und
Clive W. J. Granger
,fur Methoden zur Analyse okonomischer Zeitreihen
mit gemeinsam verdnderlichen Trends (Kointegration)*.

Genannt sei abschlieBend noch einmal das im Jahr 2005 er-
schienene Buch Fraktale und Finanzen: Mérkte zwischen Ri-
siko, Rendite und Ruin, das Mandelbrot in Zusammenarbeit
mit Richard L. Hudson verfasste. Bekanntlich kritisiert Man-
delbrot die traditionellen und géngigen Modelle des Risikoma-
nagements.

Risiken sind im Allgemeinen schwer kalkulierbar und Risiko-
modelle weisen Schwachen auf. Zum Geschehen an den Kapi-
talmérkten sei bemerkt: Die Handlungen der Borsenteilnehmer
bleiben von den vergangenen und augenblicklichen Ereignis-
sen nicht unbeeinflusst. Ein Vergleich mit dem Spiel: der Wiir-
fel hat kein Gedachtnis.

Das Phénomen des Herdenverhaltens in Finanzmérkten ist seit
langem bekannt. Seit einigen Jahren sucht man nach geeig-

neten Modellen, um aus diesen Wissen Prognosen abzuleiten.
Der Geophysiker Didier Sornette versucht sein Erdbebenmo-
dell auf den Kapitalmarkt zu Gbertragen, den er ebenfalls als
Netzwerk interpretiert.

Sir Isaac Newton (1643 - 1727) soll sich zu Borsenkursen et-
wa so gedufBert haben: ,Ich kann den Weg der Himmelskorper
genau berechnen, aber nicht, wie hoch oder tief eine verriick-
te Menschenmenge die Borsenkurse treiben kann.“ Zur Ratio-
nalitét oder Irrationalitét der Borsen sei bemerkt, dass sie in
der Konjunkturprognose gute Dienste leisten konnen. Immer-
hin werden an der Borse Zukunftserwartungen gehandelt.

»ich lese keine Zeitung. Was wirklich wichtig ist, erfahre ich
an der Bérse.”, eine AuBerung vom Bankier Amschel Meyer
Rothschild (1818 - 1874).

Der Chief Investment Officer fiir das Fondhaus Templeton, Jef-
frey A. Everett, beantwortete in einem Gesprach mit ,Finanz
und Wirtschaft® (6. Oktober 2004) die selbst gestellte Frage
,Wie viele Okonomen finden Sie unter den 400 reichsten Ame-
rikanern?“ so: ,Keinen einzigen*“.

Sparkassenwesen fiir Zeiten des Alters und der Not

Die Sparkassen entstanden als private humanitdre Anstalt zur
Weckung des Sparwillens der Arbeiter und sozial schwachen
Volksschichten in der zweiten Hélfte des 18. Jahrhunderts; die
erste 1778 in Hamburg.

Ein Sparkassenpionier im 19. Jahrhundert war Friedrich Be-
nedikt Wilhelm von Hermann (1795 - 1868), der u.a. auch
Vorstand des Bayerischen Statistischen Bureaus war. Inspi-
riert wurde v. Hermann durch Ideen aus Frankreich und Eng-
land. ,Die ersten Vorschldge zur Errichtung einer Sparkasse
in Bayern gehen auf den Sparkassenpionier aus Ziirich, Jo-
hann Kaspar Brunner zuriick, ...“ schreibt Hannes Ludyga in
seinem Beitrag Hermann. Ein Sparkassenpionier im 19. Jahr-
hundert. Bei Ludyga findet sich der nennenswerte Satz: ,Ne-
ben der Errichtung von Leihanstalten und Sicherungsverbén-
den fiir Handwerker und Dienstboten empfahl die Verordnung
auch Sparkassen fir Zeiten des Alters und der Not (Koniglich-
Baierisches Regierungsblatt 1816, Minchen, Sp. 801).*

Die Themen Zinseszins und Renten behandelte von Hermann
in seinem Lehrbuch der Arithmetik und Algebra zum Gebrauch
in Schulen und beim Selbstunterricht. So findet sich darin fol-
gende Rechenaufgabe: ,Einer zahlt 24 Jahr lang in eine Witt-
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wenkasse am Ende jedes Jahres 24 fl.; wie lang kann die Kas-
se, ohne Nachtheil der Wittwe, eine Rente von jéhrlich 150 fl.
zahlen?“, gegeben waren 5% Zins (Ludwig Bauer).

Zur Losung in Kiirze: Die Rentenzahlung kann ca. 9 Jahre er-
folgen.

Anfange des Bankwesens
Zur Abrundung des historischen Streifzugs zum Geldwesen
folgt ein kurzer Abriss (iber die Anfédnge der Bankgeschafte.

Geld- und Naturalienverleih gegen Zinsen war Anfang des 2.
Jahrtausends vor Chr. zu einem groBen Teil eine Domane der
Kaufleute, weil nur diese iiber das notwendige freie Kapital
verfligten. So kann man es in der Schrift Die Babylonier von
Michael Jursa (Miinchen 2004) lesen.

Von Bankgeschéften zeugt ein im Pergamonmuseum Berlin auf-
bewahrtes Reskript eines Kaisers (wahrscheinlich Hadrian, 117
- 138) an die Pergamener. Vom Untermarkt in Pergamon (Ko-
pie). ,Auf Grund von Beschwerden pergamenischer Geschéfts-
leute untersagt der Kaiser der Bank von Pergamon, die tiber das
Monopol des Geldwechsels verfiigt, die Fortfiihrung verschie-
dener ungerechtfertigter Praktiken gegeniiber ihren Kunden.®

Im alten Rom war der Sitz der Geldhéndler der mittlere Janus-
bogen. In den Satiren (2,3,18) von Horaz ist zu lesen: ,Seit
am mittleren Janus zerbrochen all mein Vermaogen, besorg ich
fremde Geschéfte, der eigenen ledig.”

Es gab Zeiten, in denen das Leihen und Verleihen von Geld et-
was fragwiirdig erschien. Zweifelsfrei lebt(e) dieser Geschafts-
zweig immer vom Vertrauen. In Ciceros (106 - 43) Schrift De
officiis (Vom pflichtgeméBen Handeln) zahlen neben den Z6ll-
nern auch die Geldverleiher zu den Erwerbszweigen, die sich
der Ablehnung der Menschen aussetzen (1 42,150).

Uber seinen Freund C. Vestorius, Bankier aus Puteoli, berich-
tete Cicero: ,Diese Zeilen schreibe ich am 22. [Puteoli, den
22. April 44 v. Chr.], wéhrend ich bei Vestorius zu Tische lie-
ge, einem Mann, der weit entfernt von Disputierkunst, aber ge-
nug geiibt beim Rechnen ist.“; vgl. Cicero: Epistulae ad Atti-
cum (Briefe an Atticus) XIV, 12, 3; ausgewdhlt, Ubersetzt und
herausgegeben von Dietmar Schmitz.

Von jedem rémischen Biirger und von jedem gebildeten Skla-
ven wurde die Beherrschung des Wahrungssystems erwartet.

Eine kleine Szene aus der Erziehung der Jugend schildert Ho-
raz (65 - 8 v. Chr.) in Ars Poetica (Die Dichtkunst 325 - 330):
,ROmische Knaben erlernen, in langwieriger Rechnung ein
Ganzes in hundert Teile zu teilen. ,Der Sohn des Albinus geb'
Antwort: wenn man von fiinf Zwolfteln ein Zwolftel abzieht,
was bleibt? Heraus mit der Sprache!* ,Ein Drittel.” Richtig. Du
wirst dein Geld zusammenhalten konnen. Ein Zwolftel addiert,
was gibt das?* ,Ein Halb.*“ (Ubers. von Eckart Schafer).

Im Nachwort zu Ciceros Briefe an Atticus fiihrt Dietmar
Schmitz unter Berufung auf W. Hankel aus, dass die Rémer ih-
re weltpolitische Bedeutung nicht nur ihren militdrischen Erfol-
gen verdanken, sondern auch ihrer Geld- und Kreditwirtschaft.
SchlieBlich verliefen Aufstieg und Niedergang Roms zeitgleich
mit dem Aufstieg und Niedergang der Geldwirtschaft. ,300
Jahre lang gab es im rémischen Reich keine Inflation, da die
im Umlauf befindlichen Miinzen nicht nur Zahlungsmittel wa-
ren, sondern auch der Kapitalbildung dienten.” ,Cicero erweist
sich als Finanzspezialist und vermag in der Provinz zwischen
Glaubigern und Kreditgebern geschickt zu vermitteln.*

LFur die finanziellen Verhaltnisse der Soldaten war dadurch Sor-
ge getragen, dass bei jeder Cohorte der Legion unter Aufsicht
des signifer eine Sparkasse (follis) angelegt war, ...“, vgl. Mar-
quardt, Joachim: Rémische Staatsverwaltung, Bd. 2. Darmstadt
1957, S. 562 (Nachdr. der 2. Aufl. von 1881).

Das abendldndische Bankwesen begann mehr mit dem Miinz-
wechsel-Geschéft. Im Abendland nahm das Geldwesen in Ita-
lien, wo der Handelsaustausch besonders rege war, seinen Aus-
gang. An dieser Stelle sei der Artikel Die Gangs von Florenz:
Zwei Ausstellungen zeigen das Janusgesicht der italienischen
Renaissance von Dietmar Polaczek in der SZ vom 18. Méarz
2004 genannt. Dort wird auch vom Pech der Bankiersfamilie
Bardi berichtet, weil Eduard Ill. (reg. 1327 - 1377) die Millionen-
kredite im Hundertjéhrigen Krieg nicht zurtickzahlte.

Wurzeln des modernen Bankwesens

Als Ursprung der modernen europdischen Bank kann die Ge-
schaftstétigkeit der Geldwechsler des mittelalterlichen Italien
angesehen werden (Meyers Konversationslexikon). Aus dem
Geldwechselgeschift entwickelten sich bald auch ein Deposi-
ten- und Wechselgeschéft sowie ein Giroverkehr.

Wirtschaftlich hatte das Italien der Renaissance eine fiihren-
de Stellung in Europa. Seit dem 13. Jahrhundert hatte u. a.
der Orienthandel und die Entwicklung einer friihkapitalisti-
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schen Handels- und Finanzwirtschaft zur Renaissance iiber-
geleitet.

Florenz erlangte im westeuropdischen Wirtschaftsleben seit
dem 13. Jahrhundert durch seine Tuchindustrie und dann
durch seine Bankiers eine fiihrende Stellung. 1434 erlangten
die Medici die Herrschaft tiber Florenz. Unter den ersten Me-
dici, Cosimo (1389 - 1464) und Lorenzo il Magnifico (1449
- 1492), wurde Florenz der geistige Mittelpunkt des italie-
nischen Humanismus und der italienischen Renaissance. Die
Féaden der européischen Finanzgeschéfte liefen damals am Ar-
no zusammen. Der groBe Geldbedarf der rivalisierenden Ko-
nigshéuser fiihrte ab dem 16. Jahrhundert dazu, dass sich in
Europa eine Bankbranche entwickelte (Erich Zoller in seinem
Beitrag Kriege werden immer mit fremden Mitteln bezahit in
LFinanz u. Wirtschaft“ vom 2.4.2003).

Die Fugger, das grofite europdische Bankhaus des
Friihkapitalismus

Mit viel Geschick betrieb Jakob Fugger Il der Reiche (1459
- 1525) den Handel, den er in Venedig gelernt hatte. Schon
1505 bezog er ostindische Waren auf dem neu entdeckten
Seeweg um Afrika. Auf einem 1518 in Augsburg gepragten
halben Guldiner wurde der machtige Wirtschaftsmagnat und
Bankier verewigt. Durch ihn wurden die Fugger das grofte eu-
ropdische Bankhaus des Friihkapitalismus. Er gewéhrte nicht
nur den Kaisern Maximilian I. und Karl V. umfangreiche Kre-
dite. Jakob Il beerbten seine Neffen Georg Raymund (1489
- 1535) und Anton (1493 - 1560). Die enge Verbindung mit
dem Kaiser brachte ihnen allerdings durch die Zerriittung der
spanischen Finanzen schwere Verluste. Karl V. konnte die vom
Hause Fugger geliehenen Summen nicht zuriickzahlen. Zur
Befreiung des Kaisers von seiner Schuld heiBt es in Meyers
Konversations-Lexikon von 1894: ,Von Anton erzahlt man die
thorichte Anekdote, dass er die Wechsel des Kaisers an einem
Zimtfeuer verbrannt habe.“

Ein begehrtes Anlagepapier war der Fuggerbrief. An der Bor-
se von Antwerpen nahmen die Fugger Geld zu einem Zins-
satz von etwa zehn Prozent auf und gaben es zu etwa fiinf-
zehn Prozent weiter.

Eingefligt sei hier ein Hinweis auf den Aufsatz von Martin Hille
Schneller als Brieftauben: Augsburg war einst das Nachrich-
tenzentrum des Kontinents, vgl. Unser Bayern. Heimatbeila-
ge der Bayerischen Staatszeitung, Jahrgang 53 Nr. 11, No-
vember 2004.

Nach dem Tod von Anton Fugger Gbernahm Johann Jakob
Fugger die Leitung der Gesellschaft. An den Kapitalmérkten
nahm er mehr Geld auf, als es die Finanzlage des Hauses ei-
gentlich zugelassen hétte.” So musste der von Schulden Be-
drangte 1571 die kostbare Biichersammlung an Herzog
Albrecht V. von Bayern verkaufen. Dieser hatte auch die Biblio-
theken des Niirnberger Weltgeschichtsschreibers Hartmann
Schedel und die des Orientalisten Johann Albrecht Widman-
stetter erworben. Uber diesen Biicherbestand verfiigt heute
die bayerische Staatsbibliothek, eine der groBen, alten euro-
pdischen Bibliotheken.

Die Griindung von Banken bis zum 18. Jahrhundert

Durch die Ausbreitung des Handels und den Geldbedarf des
absoluten Firstenstaates kam es zwischen dem 15. und 18.
Jahrhundert zu umfangreichen Bankgriindungen. Bei diesen
Einrichtungen, die zum Teil vom Staat gefdrdert wurden, war
die Ubernahme des Giroverkehrs oft mit dem Recht zur No-
tenausgabe verbunden. Die bekannteste Griindung dieser Art
war die des Schotten John Law (1671 - 1729) in Frankreich.
Nach dem Tod Ludwigs XIV. (der die Staatsfinanzen vollig zer-
riittet hatte) griindete 1716 John Law in Paris die private Noten-
bank ,Banque Générale‘ (seit 1718 als ,Banque Royale® Staats-
notenbank). 1720 wurde Law Generalkontrolleur der Finanzen.
Nach Meyers Konversationslexikon beruhte sein System auf der
Ansicht, ,[Papier]geldiiberfluss fordere den offentl. Wohlstand,
und dieser wiederum diene der Vermehrung der offentl. Macht
und des offentl. Reichtums.” Anfangs gelang es ihm auch, die
Staatsschuld zu vermindern; Intrigen und Spekulationen, die
sich allerdings nicht auf Law zuriickfilhren lieBen, fiihrten 1720
zum Zusammenbruch der Bank (erste Papiergeldinflation).

Die Bank von England wurde 1694 durch den Zusammen-
schluss mehrerer groBer Kaufleute zur Aufbringung eines
Staatskredits gegriindet. Neben der 1668 gegriindeten Schwe-
dischen Reichsbank zéhlt sie zu den é&ltesten Zentralbanken
(Notenbanken).

In Deutschland wurde das Kreditgeschaft anfangs fast nur von
Privatbankiers ausgetibt. ,Die meisten Privatbankhduser lebten
immer noch tiberwiegend vom Geldwechselgeschaft, nur weni-
ge bedeutendere unter ihnen, wie Rothschild und Mendelssohn,
vergaben auch schon Kredite, handelten mit Wertpapieren und
placierten Staats- und Eisenbahnanleihen.” (Hans Otto Eglau).

7 Die rémisch-deutschen Kaiser bekamen von den Fuggern auch dann noch
Geld, als diese sich langst dartiber im Klaren waren, dass der abgezinste Er-
wartungswert der Riickzahlung ihres Kredits fast null war (Mario Koglin 2005).
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Auf die im 19. Jahrhundert gegriindeten Rentenbanken wird
hier nicht eingegangen. Aufgefiihrt sei der Pfandbrief, der sich
als idealer Schuldschein erwies. Eingefiihrt wurde dieser von
Friedrich dem GroBen im Jahr 1770. Nach den groBen Staats-
bankrotten des 16. und 17. Jahrhunderts gaben die Bankiers
nur gegen Sicherheiten Gelder.

Aktienbanken infolge Industrialisierung im 19. Jahrhundert
Bei der Unternehmensfinanzierung spielten Banken zu Beginn
des 19. Jahrhunderts noch so gut wie keine Rolle. ,Als Friedrich
Krupp 1811 in Essen seine GuBstahlfabrik griindete, lieh er sich
das nétige Startkapital bei seiner Mutter und seinen Geschwis-
tern” (Lothar Gall, S. 26). Mit der Griindung der AEG begann
in Deutschland 1887 die Industriefinanzierung. ,Die AEG wurde
1887 als rein durch Banken finanzierte Aktiengesellschaft auf
breiter Kapitalbasis gegriindet.“ (Lothar Gall, S. 38).

Einheitliche Wahrungen

Eine landesweit giiltige Wéhrung — die Mark — wurde wenige
Jahre nach der Griindung des Deutschen Kaiserreichs im Jahr
1871 eingefiihrt. Ziel war die Vereinheitlichung der verschie-
denen Wahrungssysteme. Davon gab es damals in Deutsch-
land mindestens sieben. Als der Euro die Deutsche Mark am
1. Januar 2002 abldste ging es wieder um Vereinheitlichung.
Im Rahmen der europdischen Einigung haben sich elf Lander
zu einer gemeinsamen Wahrung entschlossen.

Wie Carl Friedrich GauB (1777 - 1855) zum Papiergeld stand,
hat W. Sartorius von Waltershausen in seiner Schrift Gaul3
zum Geddchtnis festgehalten: ,Alles Papiergeld hielt er fiir den
Credit der Staaten fiir sehr gefahrlich, da die Regierungen in
den Tagen der Noth sich gar zu leicht verleiten lieBen ihre Kraf-
te zu dberschatzen und er billigte es, dass unser Land mit der
Einflhrung des Papiergeldes bis jetzt verschont worden sei.”

Die altesten Banken
Die noch heute bestehende é&lteste Bank der Welt ist die 1472
gegriindete Banca Monte dei Paschi di Siena.

Die Privatbank Joh. Berenberg, Gossler & Co. KG bezeich-
net sich als die dlteste Bank Deutschlands. Sie fiihrt ihren Ur-
sprung auf das Jahr 1590 zuriick, als die Briider Hans und
Paul Berenberg eine Firma fiir Tuchhandel und Import-/Export-
geschéfte in Hamburg griindeten. Nach eigenen Angaben er-
folgte die Aufnahme von Bankgeschéften allerdings erst im
18. Jahrhundert (vgl. S. 6, Berenberg Bank, Geschichte eines
deutschen Privatbankhauses). 1932 zog sich die Firma aus

dem aktiven Bankgeschéft zuriick. Nach dem Ende des Zwei-
ten Weltkrieges wurde das aktive Bankgeschaft am 21. Ju-
ni 1948, dem Tage nach der Wahrungsreform, wieder aufge-
nommen (vgl. a.a.0.).

Uber einen sensationellen Archivfund bei einer Recherche der
Fiirst Fugger Privatbank wurde im vergangenen Jahr in der
Schrift Fugger Briefe (Ausgabe Nr. 2/2006) berichtet (s. S.
140). Diese enthélt einen Beitrag von Dr. Christl Karnehm mit
dem Titel Das Haus Fugger — schon seit dem Jahr 1486 als
Bank tétig. In diesem Aufsatz heiBt es u.a. ,Die friheste Be-
zeichnung als ,Bank’ ist nun fiir ein deutsches Unternehmen
mit Originaldokument belegt.“ Das Dokument — ein Schreiben
des Rats der Stadt Augsburg vom 27. Dezember 1486 — wird
im Stadtarchiv Augsburg (Bestand: Reichsstadt, Schatze Nr.
105, VIl b, fol. 1 r) aufbewahrt.

Bonmots zum Thema Geld

Der franzosische Staatsmann Charles Maurice de Talleyrand
(1754 - 1838) sah im Geldmangel durchaus Positives: ,Geld-
mangel ist ein Segen. Niemand vermag zu sagen, wie viele
politische Dummbheiten durch Mangel an Geld schon verhin-
dert worden sind.*

Sein Zeitgenosse Antoine de Rivarol (1753 - 1801), eigentlich
Rivaroli, beriihmt durch den geistreichen Witz seiner Aphoris-
men und Bonmots, prégte den Ausspruch: ,Manche Leute ha-
ben von ihrem Vermdgen nur die Furcht, es zu verlieren.®

Der ironische Satz ,lhr Geld ist nicht weg, es hat nur ein an-
derer.“ wird dem Bankier James Mayer de Rothschild zuge-
schrieben.

Ein erwahnenswerter Satz von Michel de Montaigne (1533 -
1592) lautet: ,Alles in allem kostet es mehr Miihe, Geld zu be-
wahren, als es zu erwerben.*

Wie lautete der Ratschlag eines bekannten Rabbiners? ,Kaufet
nicht verkaufet — das Komma muss jeder selber setzen!

Geldpolitik zu betreiben, sei eher Kunst denn Wissenschaft,
lautet ein Bonmot.

Auf Benjamin Franklin (1706 - 1790) geht der Satz ,Willst du
den Wert des Geldes erkennen, versuche dir welches zu bor-
gen.” zurick.
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Historisches zum Zins und ein Querschnitt
zum geometrischen Wachstum

Im Mittelpunkt von Finanzangelegenheiten steht der Zins, einer der zentralen Preise einer Volks-
wirtschaft. Der Preis fiir die leihweise Uberlassung von Kapital hat eine bewegte Geschichte auf-
zuweisen: erlaubt und verboten. Im Kampf der Geldbediirftigen mit den Geldbesitzenden war und
ist der Zinssatz (ZinsfuB) essentiell. Zins, Barwert und Endwert sind beim Vergleich von Geldge-
schaften wichtige Kennzahlen. ZinsfuBl und die mittlere Lebenserwartung pragen die Hohe einer
Leibrente. Ehe man sich fiir ein Leibrentengeschéft entscheidet, kann man mit Hilfe der Zinseszins-
rechnung noch alternative Berechnungen anstellen. So kann mit den gegebenen drei GroBen (Ho-
he der Leibrente, vereinbarter Zinsful und durchschnittliche Lebenserwartung des Rentenempfan-
gers) fur Vergleichszwecke der anféngliche Darlehensbetrag (Anfangswert) bestimmt werden. Mit
den genannten Ausgangsdaten ldsst sich andererseits der Endbetrag einer periodischen Kapitalein-
zahlung (Sparprogramm) ermitteln. Durch das Abzinsen (Diskontieren) werden Geldbetrége, die zu
unterschiedlichen Zeitpunkten anfallen, vergleichbar. Die Entdeckung der Logarithmen ermdglichte
die Berechnung des Zinssatzes aus den gegebenen GroBen Anfangsbetrag, Endbetrag und Anzahl
der Zahlungstermine. Grundlagen der Lebensversicherungsmathematik sind bekanntlich eine Ster-
betafel und die Zinseszins- und Rentenrechnung.

Vorbemerkungen

Beim Aufbau einer zusétzlichen Altersversorgung in jungen
Jahren sollte der Zinseszinseffekt nicht unterschétzt werden,
von den ,Zehrern* Steuern und Inflation einmal abgesehen.
Schon immer haben finanzielle Dinge im menschlichen Leben
einen breiten Raum eingenommen, wobei dem Zins eine zentra-
le Rolle zufallt. Mit einem Blick in die Historie von Zins und Zin-
seszins befasst sich dieser Beitrag. Daneben wird das Thema
,Geometrisches Wachstum und Zins“ angerissen. Dabei wird
sich auch zeigen, wie es sich mit dem Zinseszinseffekt verhait.

Beachtung verdient die besondere Zahl e (Basis der natiirlichen
Logarithmen), deren erste Anfange im 17. Jahrhundert aus-
zumachen sind. Die vielen Anwendungsmdglichkeiten dieser
Zahl zeigen die Begriffe ,Zinseszinsfunktion* oder ,Gesetz des
organischen Wachstums®. Dieser Zahl begegnet man auch im
,aompertz’schen Gesetz“, das dem Verlauf der Sterblichkeit
im hohen Alter ndherungsweise entspricht.

Eine Vielzahl von alltdglichen Problemen haben mit Populati-
onsentwicklungen zu tun. Gestreift wird eine Population, de-
ren Verhalten recht einfach ist. Gemeint ist eine solche von Eu-
ros auf einem Bankkonto. Beleuchtet wird auch das Verhalten

eines Sparkontos im Zusammenhang mit einer logistischen
Gleichung, die interessante Eigenschaften aufweist.

Zinsen waren schon den Babyloniern vertraut

Glaubiger und Schuldner standen sich in der mesopota-
mischen Gesellschaft seit langem gegeniiber (Horst Klengel:
Konig Hammurapi und der Alltag Babylons. Zirich 1991). Im
historischen Babylonien, eine der dltesten Hochkulturen der
Menschheit, war der Begriff Zinsen schon bekannt. Nach Mi-
chael Jursa war Anfang des zweiten Jahrtausends vor Chris-
tus Geld- und Naturalienverleih gegen Zinsen zu einem groBen
Teil eine Doméne der Kaufleute.

Auf M. Crassus anspielend sagt Cicero (106 - 43 v.Chr.) in Pa-
radoxa stoicorum (Stoische Paradoxien, VI 45): ,Viele haben
dich gehort, als du erkldrtest, niemand sei reich, wenn er mit
seinen Zinseinkiinften nicht ein Heer erndhren konne, wozu
das romische Volk trotz so gewaltiger Steuereinnahmen schon
ldngst kaum noch in der Lage ist.“ (Rainer Nickel).

L. Annaeus Seneca (um 4 v. - 65 n. Chr.) schreibt in einem
seiner Briefe (ep. 87,7): ,quia magnus kalendari liber volvitur®
(weil ein groBes Zinsbuch gewalzt wird).
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Aus der Schrift De ira (Uber den Zorn ll 33,3) von Seneca sei
folgende Stelle wiedergegeben (in das Deutsche Ubertragen
von Dr. Helmut Zah): ,Was, wenn wegen eines Zinses, selbst
von nur einem Zehntel Prozent (einem Tausendstel), ein kran-
ker Wucherer, obwohl seine FiiBe gelahmt und seine Hénde
zum Raffen (comparandum) / zum Zusammenrechnen (com-
putandum) nicht mehr imstande sind, schreit und mit Hilfe
eines Zahlungsbefehls seine Pfennige (Asse) selbst bei aku-
ten Krankheitsanfdllen einfordert?* |

,Der Zinswucher war ein altes Ubel in Rom und bildete die
hdufigste Ursache von Aufruhr und Zwietracht® schrieb
Tacitus (etwa 55 - 116) in seinen Annalen (VI 16).

Spuren der Wirtschaftskunde findet man schon im grie-
chischen Altertum. Der griechische Philosoph Aristoteles
(384 - 322), Schiiler von Platon und Lehrer von Alexander dem
GroBen, nahm in Politik Stellung zum Zins (tokos). So heiBt es
im Ersten Buch: ,und so ist auch der Zins wieder Geld vom
Gelde. Das griechische Wort TOK0G bedeutet: a) das Geba-
ren, Geburt. b) Nachkommenschaft, Kind(er). ¢) Gewinn, Zin-
sen. Die Philosophie von Aristoteles ist fiir das Abendland sehr
einflussreich gewesen. Albertus Magnus (um 1193 - 1280)
machte die Werke von Aristoteles dem christlichen Abendland
zugénglich. Thomas von Aquin (1225 - 1274), ein Schiiler von
Albertus Magnus, bevorzugte in der Philosophie Aristoteles. Er
stellte die Frage nach der Berechtigung des Zinses. Das kano-
nische Zinsverbot wurde so begriindet: ,Geld kann keine Jun-
gen werfen” (nummus non parit nummos). Gegen das Zins-
nehmen sprach sich auch Martin Luther (1483 - 1546) aus.
Gegen das Zinsverbot wurde aber immer wieder verstoBen.

Lombarden wurden nicht nur die Bewohner der Lombardei ge-
nannt. Mit diesem Wort bezeichnete man im spéteren Mittel-
alter die Geldwechsler und Pfandleiher, die urspriinglich aus
Oberitalien kamen und neben den Juden Kreditgeschéfte ge-
gen Zins iibernahmen. Bekannt ist die Lombard Street in der
Innenstadt von London, Sitz groBer Banken. Heute sind be-
deutende Finanzinstitute im Londoner Geschaftsviertel Cana-
ry Wharf angesiedelt.

William Shakespeare (1564 - 1616) setzte mit Shylock im
Schauspiel Der Kaufmann von Venedig dem Geldverleiher ein
Denkmal. In der 1494 von Luca Pacioli verdffentlichten Sum-
ma wurde schon darauf hingewiesen, dass bei der Zinsrech-
nung der Monat zu 30 und das Jahr zu 360 Tagen gerech-
net werden.

Im Mittelalter hieBen in Italien die Staatsanleinen montes (Ber-
ge). Zur Bekdmpfung des Wuchers entstanden, zuerst von
kirchlicher Seite, die montes pietatis, die gegen Pfand billige
Darlehen gaben.

An den Handelsplatzen der Welt war der Fuggerbrief ein be-
gehrtes Papier. An der Bdrse von Antwerpen nahmen die Fug-
ger Geld zu einem Zinssatz von etwa 10% auf und gaben es
zu etwa 15% weiter (Stephan Finsterbusch in der FA.Z. vom
6.7.1999, S. B 10).

In seinem Beitrag Vom Credo zum Kredit schrieb Christoph
Albrecht in der FA.Z. vom 29.8.2001: ,Der betriigerische
Bankrott ersetzte im 18. Jahrhundert den Tatbestand des Wu-
chers, der im Laufe des 17. Jahrhunderts auBer Gebrauch ge-
kommen war. Denn die neuen Bankrott-Regeln zielten nicht
langer auf die Glaubiger, sondern auf die Schuldner.” Der Au-
tor sieht den Grund dafiir in der Ausweitung des internatio-
nalen Handels auf der Basis von Wechseln, die Kaufleute im
17. Jahrhundert wie eine Wahrung nutzten. Wechsel dienten
als eine Form von Papiergeld. Regelwerke wie die Leipziger
Wechselordnung von 1681 sollten sicherstellen, dass Wech-
sel, Buch- und andere Schulden zum Verfallstermin prompt
bezahlt wiirden. ,Diese Wechselordnungen sanktionierten un-
ausgesprochen die bis dahin verpdnten Zinsgeschéfte.”

Der Bankier Hermann Josef Abs (1901-1994), u.a. Leiter
der deutschen Delegation bei der Londoner Schuldenkonferenz
(1953), soll einmal sinngemdB geduBert haben, dass er mit
sich dber die Hohe des Zinses reden lasse, wenn das Darle-
hen nicht zuriickgezahlt werden muss.

Zins auf Zins

Unter Zinseszins versteht man gewohnlich die Verzinsung des
Zinses bei einem wahrend mehrerer Jahre angelegten Kapi-
tal. Fiir das Nehmen von Zinseszins war das Wort Anatozis-
mus gebrduchlich (griech. aufhdufen). Nach dem Kleinen Sto-
wasser bedeutet anatocismus ,Zins auf Zins*“. Das Zinsverbot
wurde allerdings durch eine Reihe von Ausnahmen durchbro-
chen.

1 Dr.Zahweistdaraufhin, dass das Wort ,computandum® nichtin den mittelalter-
lichen Seneca-Handschriften iiberliefert ist, sondern die Konjektur eines spa-
teren gelehrten Herausgebers ist. Uberliefert ist in den Handschriften statt
dessen ,comparandum*. Was Seneca tatsdchlich geschrieben hat, wird sich
vermutlich nie mehr eindeutig kldren lassen.
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Nach Michael Jursa war in Babylonien das Konzept von Zin-
seszinsen bekannt, sie wurden aber selten erhoben. Zinses-
zinsaufgaben l6sten die Babylonier mit Hilfe von Zweierpo-
tenzen. Zu einem bemerkenswert genauen Ergebnis gelangten
sie bei einer Zinseszinsaufgabe, bei der die Zeit als Unbekann-
te auftrat. Im Louvre wird eine Tafel aufbewahrt, die Erstaunen
hervorruft. Diese stammt aus der Zeit um 1700 vor Chr. und
weist die folgende Frage aus: Wie lange dauert es, bis sich ein
Geldbetrag verdoppelt, wenn jahrlich Zinsen von 20 % berech-
net werden, vgl. Eves, Howard W.: An introduction to the his-
tory of mathematics. Philadelphia ...1983. Da kein Anfangs-
betrag angegeben wurde, lasst sich das Problem in heutiger
Schreibweise wie folgt darstellen: 1,2* = 2.

Die Losung der Babylonier lautet in dem von ihnen benutzten
Sexagesimalsystem (Zahlsystem mit der Basis 60): 3; 47, 13,
20. Das bedeutet in dezimaler Darstellung x = 3,7870 und
erreicht fast den tatsachlichen Wert von 3,8018. Ein bemer-
kenswertes Ergebnis, wenn man bedenkt, dass ihnen die heu-
te gebrduchlichen Logarithmen (vermutlich) nicht zur Verfi-
gung standen.

Oucher

Berechent auff meyfinifch miing .

§ TJeem ein tauffman ent
lehet 350 fR von etnem ju
den. Spaiche der TJud/ fo _
lang dut mir Das geloe nic
reiover qift/ fo (olem nur
alle jar vomBGundert ¢ fe
geben, Der Lauffma Brau-
dht das gele & jar, TJft Die = -
Emg wic vil muf er dem juden gefié fitr die

coptium /gwein; vnd qwins gqrein,

ma&’;ﬁ role bcrgfd) vgltt T

Seg3 bundert mic feinem gwin ¢ malnach
anander, Ninleiplicir audy cins indas ans
der/das product fer3 in die mit der reqel De
tr1.Se bundert (dar von der Yud;er (ci
nem namen entpfeche) allemal daruncecry
Multiplicir audh eine 3all in die ander/das
produice l‘cg vone in die Regel/die benpts
finriia 302 lerze. S0 giBe die Regel die beupts
funia it dem Gwoin vnd grvins groitt.

Den Babyloniern war (ibrigens auch der Lehrsatz des Pythago-
ras lange vor den Griechen als eine Erfahrungs-Tatsache be-
kannt. Der Beweis dieses beriihmten Lehrsatzes der Planime-
trie wurde Pythagoras (ca. 580 - 496) zur Ehre angerechnet.

Luca Pacioli behandelte in seiner 1494 verdffentlichten Sum-
ma auch Zinseszinsaufgaben. Sie ermdglichten eine Losung
fur hochstens zehn Jahre und unterstellten dabei Proportiona-
litét fur den Gewinn (Gericke, Helmuth: Mathematik im Abend-
land. Berlin 1990).

Potenzen

Vorab ein Beispiel zur Méchtigkeit der Potenzen. Verdoppelt
man die Seitenldnge eines Quadrats, so ergibt sich die vier-
fache Flache; verdreifacht kommt man auf die neunfache Fl&-
che und vervierfacht auf die sechzehnfache Fléche.

Die Potenzen treten in vielen Formeln und Gesetzen der Mathe-
matik, der Naturwissenschaft und der Technik auf; zum Bei-

10§ 10¢ 106 107 10§ 0%
oo 100 100 100 100 100

Spiidh 1000000000000 feben
1340005640625 was geben 350 f<
Sacic 469, iR Heupegue gewun
VO gins gwir.

q “Jeem einer nymBe von einé juden 100R
auff voucher/ gibe jm jerlich ¢ fR Darvon
vii Baudhe Das gele 4 jar. jlg Dic frag wie
il muf er den juden geben fir Vie heupts
{mita gyoin vNd groinsgroin.

A uff cin ander art practicire,
Sprich 5 1ft -+ aiff 100/0arum8 muffual
le Jarven 3rvenmugiften tayl der nechften
Summa dax3u thuen.

Seecalfo
Dascrft Jar 109 R
Dasanderjar 110 R ¢ gk 3N
Das it Jar 115 R 16 g
Dasvierdjar 121 f 11 (P 8
Gemacht durd,) dic erfte Real.

10§ 10§ 10§ 10§
100 100 100 100

Stet inder Regel amblenfien
160000 geBen 194481 1vas 100 Faartcs
121R ngrR 62220,

Abb. 1 Aus: Apian, Peter: Eyn Newe unnd wolgegriindte underweysung aller Kauffman@3 Rechnung ... .

Nachdruck [der Ausgabe Ingolstadt 1527] Buxheim 1995.
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spiel stellt in der Geometrie gzz' »* das Volumen einer Kugel dar,
ST/E die Fldche eines gleichseitigen Dreiecks und die Ren-

n . . .
tenformelb - rr :11 in der Zinseszins- und Rentenrechnung.

Fiir alle reellen Zahlen a >-1 und ganze Zahlen n >1 ist
(1 + a)">1 + na (Bernoulli’sche Ungleichung).
Das Gleichheitszeichen gilt fir n = 1 oder fiira = 0.

Im Rahmen seiner Zinseszinsrechnungen bemerkte Leibniz
(1646 - 1716): ,Fur hohere Potenzen werden wir Logarithmen
zur Anwendung bringen, ..." (Leibniz, S. 201).

Wucher bedeutet bei Petrus Apianus Zinseszinsrechnung
Peter Apian (1501 - 1552), eigentlich Bienewitz, weist in sei-
ner Kauffmanl3 Rechnung aus dem Jahr 1527 Zinseszinsauf-
gaben unter Wucher aus. Sein Beispiel lautet: Ein Kaufmann
leiht sich 350 fl. fir 6 Jahre zu einem Zins von 5% (s. Abb. 1).
Gel6st wird die Aufgabe (iber einen Dreisatz. In die heutige Po-
tenzschreibweise iibertragen:

6
%4350 = 469,03.
100

Der ausfiihrliche Titel seiner 1527 in Ingolstadt gedruckten
Schrift lautet: Eyn Newe unnd wolgegriindte underweysung
aller KauffmanB Rechnung in dreyen Biichern.

Am Rande sei erwdhnt, dass Peter Apian den bayerischen
Erbprinzen Albrecht [Herzog Albrecht V.] auf der 1472 gegriin-
deten Hochschule in Ingolstadt in Kosmo- und Geographie wie
in Mathematik unterrichtete. Peter Apian wurde weiten Kreisen
durch seine 1524 erschienene Cosmographia bekannt. Sein
Sohn Philipp wurde 1554 vom bayerischen Herzog Albrecht V.
mit der ersten Landvermessung Bayerns beauftragt.

Zinstafeln

Im Jahr der Einfiihrung des Gregorianischen Kalenders 1582
erschien die Schrift Tafelen van Interest von Simon Stevin
(1548 - 1620). Diese Tafeln dienten einem dringenden prak-
tischen Bediirfnis, so Helmuth Gericke und Kurt Vogel. Stevin
nannte als (einzigen) Vorldufer Zinstafeln, die im dritten Buch
der Arithmetik von Trenchant (1558) gedruckt wurden und die
er erweitert hatte. Sonst gab es nur handschriftliche Zinsta-
feln, die von den Besitzern geheim gehalten wurden.

Marco Bragadino scheint iiber keine handschriftlichen Zinsta-
feln verfiigt zu haben. Der bayerische Herzog Wilhelm V. setzte
in diesen wegen der Finanzprobleme im Staatshaushalt groBe
Hoffnung. Im Jahr 1575 tiirmte sich eine Schuldenlast von

300 000 Gulden auf. Bragadino, der auch Papst Gregor XIIl.
um einen Geldbetrag erleichterte, erwies sich als Hochstapler
und wurde 1591 hingerichtet. Der drohende ,Generalanstand®
[Staatsbankerott] filhrte 1597 zur Abdankung von Wilhelm V.
Die Erschiitterungen der Weltwirtschaft im Zeitalter der iiber-
seeischen Handelsausweitung waren die Ursache.

Die Finanzkrise, die nicht auf Schlamperei und Verschwen-
dungssucht beruhte, meisterte sein Sohn Maximilian 1., der die
Regierungsgeschéfte tibernahm.

Diskontierungstabellen von Stevin 1585

Im Jahr 1585 erschienen Tabellen mit Abzinsungen (Diskontie-
rung) von Simon Stevin. Ausgehend von 10 Millionen, berech-
nete er diskontierte Werte zu unterschiedlichen Zinssétzen fiir
jeweils 30 Jahre. Uber dieses Werk (La Pratique dArithmetique.
In: L' Artihmetique. Leyden 1585) wurde bereits an anderer
Stelle berichtet.

Verfahren zur Berechnung des Periodenzinssatzes

Isaac Newton (1643* - 1727) schuf ein iteratives Losungs-
verfahren zur Berechnung des Periodenzinssatzes fiir einen
Kredit, der iiber Annuitdten getilgt wird. Ausgangsdaten hier-
fiir sind die Anzahl der Zinsperioden, der Darlehensbetrag und
die Annuitét.

Handliche Regel zur Barwertberechnung

Den Ausfiihrungen von Leibniz (1646 - 1716) im Abschnitt
III. 17. ,Uber Pensionen® I4sst sich eine griffige Formel zur Be-
stimmung des Barwerts einer nachschiissigen Zeitrente ent-

nehmen (Leibniz, S. 529):
b— ba+1
1o "

Dabei bedeuten:
a = Anzahl der Zinsperioden,

In heutiger Schreibweise wahlt man fiir b den Kehrwert von:
1 + Zinssatz / 100.

p = jéhrliche Pension,

v = die Zahl, die den Zinssatz zum Ausdruck bringt; z.B. 20
fir 5%.

Dieser Ausdruck besticht wegen seiner Kiirze. Zum gleichen
Ergebnis fiihrt folgende Formel von Leibnitz:

(5

* Geboren am 4. Jan. 1643 (25. Dez. 1642 alten Stils).
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Barwert beruht auf einer geometrischen Reihe

Der Barwert einer Rente gibt den Betrag an, der am Anfang der
Laufzeit zu zahlen ist, wenn der Endwert der Rente durch eine
einmalige Zahlung abgeldst werden soll. Man erhélt den Bar-
wert der nachschiissigen Rente B, durch Diskontierung des
Endwerts der Rente auf den Beginn der Rentenzahlung. Der
Endwert einer nachschiissigen Rente ergibt sich als Summe
der geometrischen Reihe

S,=r+rq+r@+rg+..+rq= rq(::]
p = ZinsfuB je Jahr, q = 1+ 1%
r = Betrag der wiederkehrenden Zahlungen
n = Anzahl der Zahlungstermine (Jahre)

Den Barwert B, erhdlt man durch Diskontieren des End-

wertes g _g . 1n:r_ ln,q -1

q q" q-1
Die GroBe qnq:q’ 11) kann ggf. Barwert-Tabellen entnommen
werden.

Leibniz stellte bereits heraus, dass die richtige Berechnung
des Gegenwadrtigen Werts eines geschuldeten Kapitals eine
geometrische Reihe bildet. Fir diese genaue Berechnung ge-
brauchte er ubrigens eine kompakte Formel (z. B. fiir 5 Jahre):
V4+V+V+ v+ = Hﬁ Dabei ist v der reziproke Wert
von 1+ 1%[bei jahrlicher Berechnung]. Die populére Berech-

nung nannte Leibniz dagegen harmonisch.

Bestimmung der Zinsperioden mittels Logarithmen

Die Zinseszinsrechnung erhielt durch die Logarithmen einen
gewaltigen Schub. Die Logarithmen ermdglichten die genaue
Bestimmung der Anzahl der Zinsperioden. Leonhard Euler
(1707 - 1783) zeigte, wie eine Aufgabe geldst werden kann,
bei der nach der Anzahl der Jahre gefragt ist, bis eine Schuld
abgetragen wird (bei jahrlicher Riickzahlung eines festge-
legten Betrages und einem vereinbarten Zinssatz); vgl. Michel-
sen, Johann Christian: Leonhard Eulers Einleitung in die Analy-
sis des Unendlichen/1. Berlin 1788.

Ein weiteres Beispiel von Euler befasste sich mit folgender Frage:
In wie vielen Jahren wéchst das menschliche Geschlecht auf das
Zehnfache an, wenn die jahrliche Vermehrung 1/100 ist?

Der Einfluss der Zinszuteilung

Bei der Zinszahlung gilt als wichtigste Periode ein Kalender-
jahr. Wahlt man kiirzere Zinsperioden (z.B. halbjdhrlich oder
vierteljahrlich), dann spricht man von unterjahriger Verzin-

sung. Man kann fragen, wie sich die Anzahl der Zinsperio-
den auf das Wachstum eines Sparkontos auswirkt. Die Ent-
wicklung eines Sparkontos von beispielsweise 1 000 Euro bei
einem Zinssatz von 10% und einer zehnjahrigen Laufzeit gibt
fiir unterschiedliche Zinsperioden folgendes Bild:

Zinsperiode

Betrag in €

2 593,74
2 685,06
2 707,04
2717,90
271827
2718,28
2718,28

Es zeigt sich, dass eine haufigere Zinszuteilung zwar zu einem
hoheren Endkapital fiihrt, das Wachstum aber begrenzt ist. Da-
bei féllt auf, dass mit einer wachsenden Anzahl von Zinstermi-
nen (Stetige Verzinsung) sich ein Betrag herausbildet, der der
Zahl e (Basis der natiirlichen Logarithmen) sehr nahe kommt.
Man kann also sagen, die Zahl e ist das extreme Ergebnis einer
Zinseszinsrechnung. Anders ausgedriickt: Die Zahl e ist der

Grenzwert der Folge mit dem allgemeinen Glied bn = [M%] .

Nachfolgende Ubersicht macht deutlich, dass ein weiteres An-
wachsen von n das Ergebnis kaum mehr beeinflusst, Ande-
rungen nur noch an weiter rechts stehenden Dezimalstellen

vorkommen:
T
1 2

10 2,59374 24601
100 2,70481 38294
1000 2,71692 39322
10 000 2,71814 59268
100 000 2,71826 82372
1000 000 2,71828 04693
10 000 000 2,71828 16925
100 000 000 2,71828 18149
1000 000 000 2,71828 18271

e=2,71828 1828 ...

Die Zahl e = 2,71828 1828... ist die Basis der natiirlichen

- . N1 11 1
Logarithmen e=hm(1+—) =l b e
n—>®) n o2 3 n!
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Mit dieser Folge laBt sich e schnell auf verhdltnismaBig viele
Nachkommastellen genau berechnen. Zum Beispiel erhalt man
firn = 12 die Zahl e auf 9 Stellen genau: 2, 71828 1828. Sie-
he nachfolgende Ubersicht:

1+ 1/11 =2

1+ 1/10 + 1/21 = 2.500000000000000000
1 4+ 1/11 + 1/21 + 1/31 = 2.666666666666666667
1+ 1/11 1/41 = 2.708333333333333333
1+ 1/11 1/51 = 2.716666666666666667
1+ 1/11 1/6! = 2.718055555555555556
1+ 1/11 1/7! = 2.718253968253968254
1+ 1/11 1/8! = 2.718278769841269841
1+ 1/11 1/9! = 2.718281525573192240
1+ 1/11 1/10! = 2.718281801146384480
1+ 1/11 1/111 = 2.718281826198492865
1+ 1/11 1/121 = 2.718281828286168564
1+ 1/11 1/13! = 2.718281828446759002
1+ 1/11 1/14! = 2.718281828458229748
1+ 1/11 1/15! = 2.718281828458994464
1+ 1/11 1/16! = 2.718281828459042259
1+ 1/11 1/17! = 2.718281828459045071

Auf elegante Weise lasst sich die Zahl e mit dem Tropfel-Algo-
rithmus gemdB Arthur H. J. Sale (1968) berechnen.

e=1+ % (1 +% ( +% (14 ...))). Zieht man zur Berech-

nung von e 12 Glieder heran, so erhélt man als Rechenergeb-
nis 2,71828 1829 (Taschenrechner HP 41 [RPN-Modus]) ge-
gentiber genau 2,71828 1828... .

Eine gute rationale Approximation fir e ist: 2721/1001 =
2,718281. Berechnung des Verfassers nach dem Algorithmus
fir die Umwandlung einer Dezimalzahl in eine rationale Zahl
von Charles G. Moore: An Introduction to Continued Fractions.
National Counsil of Teachers of Mathematics, 1964.

Die Zahl e ldsst sich (ibrigens mit sieben Nachkommastellen
leicht merken: 2,7 1828 18. In folgender Gliederung lassen
sich sogar fiinfzehn Stellen der Zahl e leicht einpragen:

2, 71828 1828 4590 45.

Erinnert sei an Jost Birgi (1552 - 1632): Die 10 000. Potenz
der von ihm gewahiten Zahl 1,0001 ergibt den Wert 2,718146
und stimmt mit der Zahl e = 2,718282 ... auf drei Nachkom-
mastellen dberein.

Der Geschichte der Mathematik von Becker und Hofmann
kann entnommen werden, dass Leonhard Euler mit D. Ber-
noulli (1728) e als Grenzwert von (1+1/n)" und in Wiederga-
be eigener Studien e als Grenzwert von (14x/n)" im Zusam-
menhang mit dem binomischen Lehrsatz erklart.

Das Reziprokum von e:

n
elotim{1-L) 21X i Lo
nool N 2 3

e ist angendhert 0,367879.

Exponentialfunktion

Eine Funktion der Form y = a* heif3t Exponentialfunktion (a >
0 und = 1). Wird a = e gesetzt, so erhdlt man die spezielle
Exponentialfunktion y = e, die oft als Wachstumsfunktion be-
zeichnet wird. Viele Naturvorgénge fiihren auf diese Funktion.

Bei Potenzen bedeutet X* = b etwas anderes als a* = b. Der
erste Ausdruck bedeutet heute Potenzieren und beim letzten
handelt es sich um eine Exponentialfunktion. Die Umkehrung
des ersten Ausdrucks x2 = b ist die lytische Operation des
Wurzelziehens, also x =%/b. Fiir den zweiten Ausdruck fand
sich erst spét eine Lésungsmaglichkeit. In der ersten Halfte
des 18. Jahrhunderts sagte Leonhard Euler: ,Der groBte Nut-
zen, welchen die Logarithmen gewdhren, zeigt sich bey der
Auflésung solcher Gleichungen, wo die unbekannte GroBe ein
Exponent ist.“ ,Hat man z.B. die Gleichung @ = b, und soll
man daraus x entwickeln, so kann solches nicht anders als
vermittelst der Logarithmen geschehen.“ (§ 111). Die Loga-
rithmen wurden nicht systematisch entdeckt, sie entwickelten
sich aus der Praxis heraus.

Exponentialreihen
Die Exponentialreine

konvergiert fiir jedes x. Fiir den speziellen Wert x = 1 ergibt
sich der Wert fiir die Zahl e (s.0.). e*ist die einzige Funktion,
die mit ihnrem Differentialquotienten gleich ist. Dies lasst die
Bedeutung der Zahl e erkennen.

Historisches zur ,,Stetigen Verzinsung*

Wenn die Anzahl der Zinsperioden iber alle MaBen wéchst
(n—o0), dann liegt eine stetige Verzinsung vor. Leider ist iiber
das historische Umfeld des Ausdrucks (1+1/n)" kaum etwas
bekannt. Jakob Bernoulli (1655 - 1705) soll als Erster die Fra-
ge nach dem Endkapital bei stetiger Verzinsung gestellt haben.
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Hierzu diirfte wohl auch Simon Stevin (um 1548 - 1620), der
schon 1585 Diskont-Tabellen vertffentlichte, einen gewissen
Beitrag geleistet haben.

Jakob Bernoulli stellte sich gelegentlich folgendes Problem:
,Nach welchem Gesetz wachst ein auf Zinseszinsen liegen-
des Kapital, wenn die Zinsen in jedem Augenblick zum Kapital
geschlagen werden, wenn sie also nicht erst bis zum Jahres-
ende warten missen, sondern sogleich, schon im Augenblick
ihrer Geburt, mit der Arbeit beginnen und ihrerseits Zinsen tra-
gen?“, vgl. Karlson, Paul: Vom Zauber der Zahlen. Berlin 1954,
S. 486.

Die Formel fiir die stetige Verzinsung kommt bei jedem orga-
nischen Wachstum zur Anwendung. Fir stetige (organische)
Verzinsung eines Grundbetrages K in n Jahren gilt der Aus-
druck pen

Kn = KO e 100.

Mit einer Modifikation (negativer Exponent) gilt entsprechen-
des fir die stetige Abnahme.

Die Zinseszinsrechnung fand in die unterschiedlichsten Ge-
biete Eingang. Bei Populationsentwicklungen mag zuerst an
die Bevolkerungsentwicklung gedacht werden. Aber auch bei
einem Sparkonto handelt es sich um eine Population, deren
Verhalten noch dazu recht einfach ist. Bekanntlich lassen sich
Wachstums- und Zerfallsprozesse durch eine Exponential-
funktion beschreiben.

Kontinuierliche Verzinsung

Vom dkonomischen Standpunkt aus spielt die Zahl e bei der
kontinuierlichen Verzinsung und in der Wachstumstheorie ei-
ne zentrale Rolle. Nachfolgend eine Darstellung der kontinuier-
lichen Verzinsung (nach Meyers GroBer Rechenduden).

Werden zu einem Anfangskapital K, beim Zinssatz p % je Jahr
jeweils nach 1/m Jahr die Zinsen hinzugetan und dann mitver-
zinst, so wachst das Kapital in n Jahren an auf den Betrag

K, =K, [1+—2—|
100-m

Man kann sich vorstellen, dass die Zinsen in jedem Augen-
blick, also kontinuierlich, dem Kapital zugeschlagen werden.
Will man dafiir eine Formel entwickeln, so muss man die Zahl
der Zinstermine unendlich groB werden lassen, das heiBt

K=lmK, = limK, | 1+ 10§.mjm

ist zu berechnen.

P
100-m

100
K, =K 1+— =Ko|| 1+—
X

, 1" . 1
Der Grenzwert X'f;(“;] ist bekannt. Es ist Jil[”?) =

e = 2,718... die Basis der natiirlichen Logarithmen. Damit er-
gibt sich die Formel fiir die kontinuierliche Verzinsung

Setzt man :% , S0 bekommt man

p-n

1)< 100 pn
K= lim Kq (14-7) =Ko e'00,
X% X

Von 1 auf 2,71828

Nach dem Exkurs (iber die Kontinuierliche Verzinsung soll fol-
gende Frage beantwortet werden: Welcher Zinssatz muss zu-
grundeliegen, damit bei einer gegebenen Anzahl von Jahren
aus 1 die Zahl e=2,71828 wird? Nachfolgende Ubersicht
weist fiir ausgewahlte Jahre die Ergebnisse aus:

Anzahl der Jahre Zinssatz (%)

S 22,14
10 i 10,52
20 s 513
30 3,39
40 2,63
50 s 2,02

Verdoppelung einer GriBe

Von Interesse ist die Zeit, nach der sich eine AnfangsgréBe
verdoppelt hat. Nachfolgend eine kleine Ubersicht, der die An-
zahl der Jahre und der zugehdrige Zinssatz entnommen wer-
den kann.

Anzahl der Jahre Zinssatz (%)

D 14,87
10 e, 7,18
15 4,73
20 s 3,53
25 e 2,81
30 o 2,34

Bei einem Zinssatz in Hohe von 7 % tritt die Verdoppelung nach
10,24 Jahren ein.

Die logistische Kurve

Eine Population kann sich nach unterschiedlichen Gesetzen
entwickeln. Sie kann einer arithmetischen oder geometrischen
Progression mit der Zeit unterliegen. Dass Wachstums-

Beitrage zur Statistik Bayerns, Heft 538 | Statistik und Leibrente?

73



74

prozesse die Badume nicht in den Himmel wachsen lassen,
[dsst sich mit einer logistischen (autokatalytischen) Kurve ver-
anschaulichen. Sie verlduft S-formig und sie beinhaltet die be-
sondere Zahl e. Raymond Pearl und Lowell J. Reed haben die-
sen Kurventyp wieder entdeckt. Von Raymund Pearl wurde
eine Variante 1924 zur Prognose der Bevélkerungsentwick-
lung eingesetzt. Die logistische Kurve oder logistische Funkti-
on geht auf P F. Verhulst (1804 - 1849) zuriick. In diesem Kon-
text sei an Thomas Robert Malthus (1766 - 1834) erinnert,
der sich mit Wachstumsmodellen beschéftigte. Beriihmtheit
erlangte seine unzutreffende Annahme, dass sich die Bevol-
kerung geometrisch und die Nahrungsmittelproduktion arith-
metisch entwickeln.

Wahl des MaBstabs bei einer graphischen Darstellung

Bei der Darstellung von GroBen steht man oft vor der Frage, wel-
cher MaBstab zugrunde gelegt werden soll. Ein Diagramm im
arithmetischen MaBstab zeigt Verdnderungen absolut, ein Dia-
gramm im logarithmischen Mafstab zeigt Verdnderungen pro-
zentual. So ist ein Preissprung um 1 € von 10 auf 11 € oder von
100 auf 101 € in einer arithmetischen Skala gleich groB, wéh-
rend in einer logarithmischen Skala zum Ausdruck kommt, dass
der erste im Verhéltnis bedeutender ist als der zweite.

Bei der Wahl eines optimalen MaBstabs sind Logarithmen un-
entbehrlich.

Zur graphischen Darstellung von Summenkurven sei bemerkt:
Mit der Wahl eines logarithmischen MaBstabs auf der x-Ach-
se (Abszisse) lassen sich Aussagen tiber GroBenklassen bes-
ser ablesen.

Zinsen und eine logistische Gleichung

Ein bemerkenswertes Verhalten kann man beobachten, wenn
man auf ein Sparkonto (oder eine andere Population) eine lo-
gistische Gleichung anwendet. Dabei handelt es sich um ei-
ne Variante einer einfachen linearen Gleichung. Bei ihr flieBt
das vorangegangene Ergebnis in das nachfolgende mit ein.
Die Eigenschaften der logistischen Gleichung begann der Bi-
ologe Robert May 1976 zu untersuchen. Die logistische Glei-
chung spielte bei der Entwicklung der Chaostheorie eine ent-
scheidende Rolle. Durch den Physiker Mitchell Feigenbaum
riickte die Chaostheorie in ein anderes Licht. Dieser beobach-
tete ndmlich, dass viele scheinbar nicht zusammenhéngende
nichtlineare Systeme sich auf bemerkenswert dhnliche Wei-
se verhalten. Seither spricht man von den magischen ,Feigen-

Abh. 2 Logistische Gleichung fiir drei Kurven
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baum-Zahlen®. Die logistische Gleichung weist einige interes-
sante Eigenschaften auf. Die Differenzengleichung

X, =ax (1-x),t=0,1, ... miteinem Parameter a(0,4]
heiBt logistische Gleichung, wobei a ein konstanter Verdnde-
rungsfaktor ist und x, ein Anteil (eine Zahl zwischen 0 und 1).
In Abbildung 2 wurden drei Kurvenverldufe dargestellt. Be-
sonders interessant ist die Entwicklung der roten Kurve; fir x,
wurde jeweils 0,5 eingesetzt.

Geometrisches Mittel

Im Zusammenhang mit dem geometrischen Wachstum und
der Zinsrechnung soll das sogenannte Geometrische Mittel
kurz gestreift werden. Seine Formel lautet:

_n
XGTVXp XXy

So benutzt man bei der Suche des geometrischen Mittels Loga-
rithmen, um sich das Wurzelziehen (n>2) zu ersparen. Die Loga-
rithmen gehoren zu den elementaren Rechenverfahren eines
Statistikers. Nach Cauchys (1789 - 1857) Mittelwertsatz gilt:
Das geometrische Mittel mehrerer positiver Zahlen ist kleiner als
das arithmetische Mittel der Zahlen (beide Mittel sind nur dann
gleich groB3, wenn die Zahlen jeweils gleich sind).

Cauchys Formel:

Nag *ay *...*a, cAtatortan

n
Eine allgemeine Anmerkung zu Wachstumsraten

Bei der Berechnung von Wachstumsraten ist zu beachten,
dass eine Steigerung um einen bestimmten Prozentsatz und
eine darauf folgende Verringerung des Wertes um den glei-
chen Prozentsatz nicht den Ausgangspunkt, sondern einen ge-
ringeren Wert ergibt. So kann man beispielsweise fragen: Um
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wie viel muss ein Wert, der eine EinbuBe um 60 % hinnehmen
musste, steigen, damit wieder der urspriingliche Wert erreicht
wird? Die Antwort: 150 %.

Zum Ansparen fiir das Alter

Der Kapitalbedarf im Alter sollte nicht unterschatzt werden.
Der nachstehenden Ubersicht kann entnommen werden, wie
liber die Dauer der Ansparzeit der monatliche Aufwand sinkt,
wenn der Zinseszinseffekt voll zum Tragen kommt.

Monatliche Sparrate um nach einer bestimmten Zeit bei
ginem angenommenen Zins den Betrag von 100 000 Euro
Zu erzielen (vorschissig)?

2% Zins 4% Zins
Spardauer - -
in Jahren monatliche Gesamt- monatliche Gesamt-
Sparrate aufwand Sparrate aufwand
339 81277 272 65218
203 72941 144 51697
136 65 248 84 40476

Entwertung einer Rente durch Inflation

Der Ausgewogenheit halber sind noch ein paar Sétze zum In-
flationsrisiko féllig. Die Inflation ist der Feind der Rentner. Bei
einer Inflationsrate von 2% wird die Kaufkraft nach rund 35
Jahren halbiert. Belduft sich die Inflationsrate zum Beispiel auf
5%, dann ist die Halbierung der Kaufkraft bereits nach rund 14
Jahren eingetreten.

Zum Wesen von Zinspapieren gehort die Erfiillung des da-
rin verbrieften Zahlungsversprechens. Der Wertbestandigkeit
des Geldes gebiihrt der absolute Vorrang, soll das Wertpapier
nicht zur Makulatur werden.

Jemand brachte einmal die Geldentwertung — feuilletonistisch
liberspitzt — mit der germanischen Mythologie in Verbindung.
Der Drache Nidhdgg nagt an den Wurzeln der Weltesche Ygg-
drasill. Im heutigen Sinn steht Yggdrasill fir die Notenbank,
deren blétterreicher Wipfel aus Banknoten besteht. Solange
sie griinen, geht es den Sparern gut. Aber Nidhdgg nagt an
den Wurzeln und so kommt es, dass die Blatter verkiimmern.
Wer dieser geféhrliche Nager ist, wei man nicht so recht.

Im 18. Jahrhundert war der Begriff ,inflationsindexierte Anlei-
hen“ zwar noch nicht bekannt und dennoch wusste man sich
vor Kaufkraftverlusten zu schiitzen, wie ein Beitrag von Hanno
Beck in der FA.Z vom 8. Juni 2004 zum Ausdruck brachte.
Dabei ging es um eine 1780 in Massachusetts getroffene Ver-
einbarung: ,Glaubiger und Schuldner der Anleihe vereinbar-
ten, dass die Hohe des Riickzahlungsbetrags sich nach dem

am Tag der Riickzahlung zu ermittelnden Wert von fiinf Biin-
deln Heu, 68 Pfund Rindfleisch, 10 Pfund Schafswolle und 16
Pfund Schuhleder richten soll.*

Heutzutage misst der Verbraucherpreisindex die durchschnitt-
liche Preisentwicklung von Waren und Dienstleistungen, die
von privaten Haushalten fiir Konsumzwecke gekauft werden.
In Deutschland wird der Verbraucherpreisindex, wie in vielen
anderen Léandern, als Laspeyres-Preisindex errechnet. Dieser
geht auf den deutschen Okonomen Etienne Laspeyres (1834
- 1913) zuriick. Erwéhnt seien seine Schriften Hamburger
Waarenpreis 1851 - 1863 und die californisch-australischen
Goldentdeckungen seit 1848 und Die Berechnung einer mitt-
leren Waarenpreissteigerung in: Jahrbiicher fir Nationaloko-
nomie und Statistik: 3. Band. Jena 1864 bzw. 16. Band. Je-
na 1871.

Milton Friedman berief sich in seinem 1992 erschienen Buch
Geld regiert die Welt auf David Hume (1711 - 1776), der in
seiner Zeit schon erkannte: ,Eine Ausweitung der Geldmenge
bewirkt lediglich den Effekt, den Preis fiir Arbeit und Rohstoffe
in die Hohe zu treiben.

Sparsamkeit soll nicht zu einer Tugend der Dummen werden,
wie es Robert Nef formulierte. Er nahm Bezug auf Lafontaines
Fabel [Jean de La Fontaine (1621 - 1695)] von der sparsamen
Ameise und der sorglosen Grille und meinte: ,Man gewinnt
sogar zunehmend den Eindruck, dass sich der Staat zum An-
walt der Grillen macht und sie letztlich auf Kosten der Ameisen
versorgen will.“, vgl. Tugend als Bollwerk der Freiheit in ,Fi-
nanz und Wirtschaft“ vom 17. Dezember 2005.

Tilgungssatz bestimmt die Tilgungsdauer

Die Hypothekenzinsen haben derzeit einen historischen Tief-
stand erreicht. Das niedrige Zinsniveau hat aber seine Tiicken.
Niedrige Zinsen sind ein verlockendes Argument fiir den Erwerb
einer Immobilie. Sie sollten aber bei einer Kreditaufnahme nicht
den Ausschlag geben. Bei der Riickzahlung eines Darlehens ist
die Dauer der Tilgung von Bedeutung, auch bei einem niedrigen
Zinssatz, wie folgende Beispiele und Abb. 3 zeigen (nachschiis-
sige Berechnung).

2 Zahlen jeweils gerundet.
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Abb. 3

Tilgungsdauer eines Darlehens in Hohe von 100 000 Euro
bei einem bzw. vier Prozent Tilgung und ausgewahlten Zinssdtzen

Restschuld in €

100 000

90 000 -
80 000 - -
70000 -
60 000 -

50 000 | \

> 3 % Zins

\ “
400004 S 4%Tilgung

8 % Zins
30 000 - 4% Tilgung \ .
20 000 .

10000 \ .

0 »

\. 1% Tilgung
\

3 % Zins

8 % Zins 1 % Tilgung

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500 520 540 560
Nummer der Zahlungsperiode (Monate)

Hohe des  Zinssatz Tilgungssatz  Monatlicher ~ Dauer der Gesamtauf-
Darlehens Ratenbetrag  Tilgung wand
Euro % % Euro Monate Euro
100 000 3 1 333,33 555,21 185 068
100 000 3 3 500,00 277,61 138 805
100 000 3 4 583,33 22413 130742
100 000 5 1 500,00 430,92 215460
100 000 5 4 750,00 195,03 146273
100 000 8 1 750,00 330,68 248010
100 000 8 4 1 000,00 165,34 165340

Annuitaten-Darlehen mit einem niedrigen Zins laufen wesent-
lich ldnger bis zur Tilgung als solche mit einem hoheren Zins.
Mit jeder Ratenzahlung nimmt die Tilgung etwas zu, wahrend
der Zinsaufwand etwas abnimmt. Je niedriger der Darlehens-
zins ist, umso kleiner féllt die Zinsersparnis aus.

Zur Tilgung der dffentlichen Schulden

In ihrer Ausgabe vom 7. Januar 2005 versah die FA.Z. einen
Beitrag mit dem Titel Jede Sekunde 2660 Euro mehr. Diese
Meldung bezog sich auf die Staatsverschuldung. Zitiert wurde
der Steuerzahlerbund: ,Gesetzt den Fall, von sofort an wiirden
keinerlei neue Schulden mehr aufgenommen und die dffent-
liche Hand wiirde gesetzlich verpflichtet, jeden Monat eine Mil-
liarde Euro Schulden zu tilgen, so wiirde dieser ProzeB nach

Berechnungen des Steuerzahlerbundes mehr als 117 Jahre
andauern miissen, um den Schuldenberg vollstandig abzutra-
gen.” Das ist sehr einfach gerechnet.

Man kénnte zum Beispiel folgende Frage formulieren: Wie lange
dauert der Schuldenabbau von damals 1 415 Milliarden Euro
bei einem Zinssatz von 4% und einer Tilgung von 1 bzw. 3%?
Bei einer Tilgung von einem Prozent miissten monatlich 5,9
Milliarden Euro gezahlt werden und das rund 484 Monate
(rund 40 Jahre) lang; bei drei Prozent Tilgung ergeben sich
folgende Zahlen: monatliche Zahlung von 8,25 Milliarden Euro
fir rund 255 Monate (etwa 21 Jahre).

Angesichts der demographischen Entwicklung stehen in der
Zukunft gewaltige Verbindlichkeiten ins Haus. Rechnet man
zum damaligen Schuldenstand (1,4 Billionen Euro) die An-
wartschaften in den Sozialversicherungen (5,7 Billionen) hin-
zu, so belduft sich dieses Ergebnis auf 7,1 Billionen Euro, vgl.
die Rede von Bundesprésident Kéhler beim Arbeitgeberforum
.Wirtschaft und Gesellschaft” in Berlin am 15. Mdrz 2005.
Erinnert sei an dieser Stelle an Cicero (106 - 43 v. Chr.), der
schon vor 2000 Jahren meinte: ,Die Menschen sehen nicht
ein, welch groBe Einnahmequelle die Sparsamkeit ist.”, vgl.
Paradoxa Stoicorum 49.
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Eine hyperbolische Kurve fiir den Steuertarif

Die Nutzlichkeit der Zahl e zeigt sich beispielsweise auch bei
der Lésung des beriihmten Problems der hdngenden Kette
oder beim Problem der ,Vertauschten Briefe“. Sie konnte auch
bei einem immer wieder diskutierten Thema, ndmlich dem
Steuertarif, hilfreich sein.

Es besteuert der Steuerstaat, auf dass er besser steuern
kann!? Schon Albert Einstein (1879 - 1955) soll sich folgen-
dermaBen geduBert haben: ,Um eine Steuererkldrung abge-
ben zu kénnen, muss man ein Philosoph sein. Fiir einen Ma-
thematiker ist es zu schwierig.“ Hans-Adam |l, Fiirst von und
zu Liechtenstein, meint: ,Wo es Steueroasen gibt, muss es
auch Steuerwiisten geben.*

Die ,Steuererkldrung auf dem Bierdeckel” (Friedrich Merz) ist
nicht in Sicht. Wie auch immer: Geeignet erscheint der tan-
gens hyperbolicus (Hyperbeltangens), siehe Abbildung 4. Die
Hyperbelfunktionen entstehen durch rationale Verbindungen
der natiirlichen Exponentialfunktionen e* und e*. Einen Vor-
schlag zur Steuervereinfachung gab Harald Fritzsch mit sei-
nem Beitrag Statt Steuertabellen eine mathematische Formel
in der SZ vom 25. Februar 1987 ab. Danach sollte die Steu-
errate eine maglichst stetige Funktion des Einkommens sein,
die von einem gewissen Anfangswert langsam ansteigt, wo-
bei der Spitzensteuersatz letztlich nur angesteuert, aber
nie ganz erreicht wird (asymptotischer Wert). Eine solche

"7

Abb. 4 Der Hyperbeltangens
(Tangens hyperbolicus): y=tanh x.
Der Bereich der Werte ist beschrénkt, es gilt
y I<Y<+1.
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Funktion gibt es unter den elementaren mathematischen
Funktionen, ndmlich den sogenannten tangens hyperbolicus
(tanh). Dessen Verwendung hétte fir den Steuertarif nicht
nur den psychologisch wichtigen Effekt der Glattung der
Steuerkurve zur Folge, und damit den Wegfall des Mythos,
den der Spitzensteuersatz heute besitzt, so die Ausfiihrungen
von Harald Fritzsch.
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Ein Blick in die Historie der
Wahrscheinlichkeitsrechnung

Nach Pierre Simon de Laplace (1749 - 1827) sind die wichtigsten Fragen im Leben zum groB-
ten Teil nur Probleme der Abschétzung von Wahrscheinlichkeiten. Ereignisse, die im Einzelfall vol-
lig unbestimmt und unsicher sind, werden nach den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitslehre in der
Masse iberschaubar und konnen abgeschatzt werden. Das trifft auch fir die Abschétzung der
mittleren Lebenserwartung einer Person zu. Von dieser GroBe wird zum Beispiel maBgeblich die
Hohe einer Leibrente gepragt. Da das Sterbealter eines Menschen unbekannt ist, muss man sich
auf Wahrscheinlichkeiten stiitzen, stellte Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) schon vor mehr
als 300 Jahren fest. Es ist bemerkenswert, dass die Lebensversicherung, die sich aus dem mittel-
alterlichen Leibrentengeschaft entwickelte, zu den ersten Anwendungen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung im Wirtschaftsleben zahit. Die Versicherer lieBen das Alter und die Lebenserwartung in

ihre Kalkulation einflieBen.

Exkurs in die Geschichte

Die Wurzeln der Wahrscheinlichkeitstheorie finden sich im 17.
Jahrhundert, als aristokratische Gliicksspieler bei Mathemati-
kern um Rat nach Gewinnstrategien suchten. In jenem Jahr-
hundert vollzog sich in der Mathematik ein gewaltiger Schub
im Umfeld umwalzender politischer Ereignisse. Mitglieder der
Familie Bernoulli trugen nennenswert mit dazu bei, dass die
Wahrscheinlichkeitstheorie ihrer Geburtsstétte in den Spielhél-
len entrann und zu einer angesehenen Lehre mit zahlreichen
Anwendungsmadglichkeiten heranwuchs. ,Nirgendwo hat der
Mensch mehr Scharfsinn an den Tag gelegt als in seinen Spie-
len” heiBt es in einem Brief von Leibniz an Pascal.

Jakob Bernoulli (1655 - 1705) wandte Betrachtungen zur
Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht nur auf Gliicksspiele, son-
dern auch auf Todesfdlle an. Bei der Sterblichkeitskurve be-
gegnet man heutzutage dem Spiel des Zufalls durch Gléttung
der rohen Sterbewahrscheinlichkeiten. Das Material fur ei-
ne Sterbetafel ist mit zufdlligen Abweichungen behaftet. Auf-
grund der geringen Besetzungszahlen bestimmter Altersjahre
sind die rohen Werte weniger zuverldssig als die von ande-
ren Altersjahren.

Nach der Wahrscheinlichkeitstheorie ist die Dauer eines
menschlichen Lebens ebenso wie das Ziehen einer Karte aus
einem Kartenspiel ein Zufallsereignis. Man spricht von der
Chance, im Lotto zu gewinnen, oder dem Risiko, ein Ungliick

zu erleiden. Die Wahrscheinlichkeit ist eine Zahl, die nicht klei-
ner als Null und nicht groBer als Eins sein kann: 0 < W < 1.
Wahrscheinlichkeit wird auch als Mathematik des Zufalls be-
zeichnet.

Wer investiert, muss Annahmen iber die Zukunft treffen und
geht dabei Risiken ein. Die Vergangenheit ist immer Gewiss-
heit, die Zukunft Wahrscheinlichkeit. Der Zufall als Mitgestal-
ter der Zukunft? Was die Zukunft bringt, hdngt auch von den
richtigen Weichenstellungen in Vergangenheit und Gegenwart
ab. Das alte Diktum ,In dieser Welt gibt es nichts Sichereres
als den Tod und die Steuern“ stammt bekanntlich von Benja-
min Franklin (1706 - 1790).

Vormals war manche Entscheidung von Aberglauben und Em-
pirie bestimmt. Das Handeln muss dem Denken folgen, war
ein Grundsatz von Cicero (106 - 43 v. Chr.). In seinem Werk
De off. (Vom pflichtgemé&Ben Handeln) heiBt es (1,2,7): ,Denn
jede Unterweisung, die auf wissenschaftlicher Grundlage iiber
irgendeinen Gegenstand entworfen wird, muss ausgehen von
der Begriffsbestimmung, damit verstanden werde, was das
sei, worliber die Erdrterung geht.”

Auf den Philosophen Baruch (Benedictus) de Spinoza (1632 -
1677) geht der Satz zuriick: ,Es ist richtig, dass wir im Leben
vieles auf Grund bloBer Vermutungen tun, aber es ist falsch,
dass unsere Ideen bloB auf Vermutungen beruhen.” Eine Le-
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bensregel des englischen Mathematikers und Philosophen
Bertrand Russel (1872 - 1970) lautete: ,Auch wenn alle einer
Meinung sind, kénnen doch alle unrecht haben.*

Wenngleich das Vermuten oder MutmaBen eine uralte mensch-
liche Tétigkeit darstellt, so dauerte es doch, bis die ersten fun-
dierten Abhandlungen zu diesem Thema entstanden, so das
postume Werk von Jakob Bernoulli Ars Conjectandi (Kunst der
MutmaBung) von 1713.

Ausgewdhlte historische Schriften zur
Wahrscheinlichkeitsrechnung:
1657 Christiaan Huygens De ratiociniis in ludo aleae
1713 Jakob Bernoulli Ars Conjectandi, opus posthumum
1718 Abraham de Moivre The Doctrine of Chances
1812 Pierre Simon de Laplace
* Théorie analytique des probabilités
* Essai philosophique sur les probabilités (1814)
1837 Siméon Denis Poisson Recherches sur la probabilité
des jugements en matiére criminelle ...

Eine wichtige Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
die sog. Methode der kleinsten Quadrate, ist Carl Friedrich
GauB (1777 - 1855) zu verdanken. Die Normalverteilung, die
auf De Moivre (1667 - 1754) zurlickgeht, ist eine wichtige theo-
retische Haufigkeitsverteilung der statistischen Methoden-
lehre. De Moivre begann seine Uberlegungen auf dem Gebiet
der Gliicksspiele. Unabhdngig von ihm wurde dieses Gesetz
von Carl Friedrich GauB bei Untersuchungen der Verteilung
von Messfehlern hergeleitet. Ob sie zur Berechenbarkeit der
Finanzmérkte taugt, wurde im Passus Bemerkenswertes zu
Geldgeschaften und die Anfidnge des Versicherungswesens
(s. ,Bayern in Zahlen® 11/2007 und s. S. 47) erortert.

Als Begriinder der Hypothese des sogenannten ,Random Walk*
gilt heute Louis Bachelier (1870 - 1946). Er betrachtete den Ver-
lauf eines Borsenkurses als Zufallsprozess. Seine 1900 vorge-
legte Dissertation Théorie de la Spéculation (Theorie der Spe-
kulation), die damals in ihrem Wert verkannt wurde, ist von Paul
A. Samuelson 1956 wieder entdeckt worden. Albert Einstein
(1879 - 1955) war 1905 nicht bekannt, dass bereits fiinf Jah-
re friiher Bachelier einen gehdrigen Teil der mathematischen Er-
gebnisse zur Brown’schen Bewegung beschrigb.

Bei einem Streifzug durch die Geschichte der Wahrscheinlich-
keitsrechnung ist die Erwdhnung des arithmetischen Dreiecks
unausweichlich. Dieses wurde erst gegen Ende des 17. Jahr-

hunderts zum Ausgangspunkt fiir drei Zweige der Mathematik,
darunter die Wahrscheinlichkeitsrechnung. Aufmerksamkeit
verdienen in diesem Kontext die sagenumwobenen Fibonacci-
Zahlen. Die Nitzlichkeit der in Wahrscheinlichkeitsaufgaben
haufig auftretenden Zahl e wird an einem klassischen Beispiel
(Problem der vertauschten Briefe) vorgefiihrt.

Einen bedeutenden Beitrag zur Entwicklung der Wahrschein-
lichkeitstheorie leisteten im 19. Jahrhundert P.L. Tscheby-
schow (1821 - 1894), A.A. Markow (1856 - 1922), A.M. Lja-
punow (1857 - 1918), um nur einige Namen zu nennen.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung wurde im Lauf ihrer Ent-
wicklung zu dem Zweig der Mathematik, der sich mit der Auf-
deckung der GesetzmaBigkeiten von zufalligen Ereignissen be-
fasst.

Die heute allgemein angenommene axiomatische Definition
der Wahrscheinlichkeit stammt von Andrej N. Kolmogorov
(1903 - 1987). Er begriindete sie in seinem Buch Grundbe-
griffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Erstveroffentlichung
Berlin 1933 in deutsch, 1936 in russisch).

Schon Thomas Bayes (1702 - 1761) befasste sich mit Fra-
gen der Wahrscheinlichkeit fir die Richtigkeit von Hypothesen.
Antoine de Condorcet (1743 - 1794) erkannte die Moglichkeit
nichteindeutiger Entscheidungen bei Verwendung des Prinzips
relativer Mehrheiten.

Die statistische Testtheorie wurde von E.S. Pearson und J. Ney-
man um 1930 entwickelt. Prifverfahren sind hilfreich, wenn
sich die Frage stellt, ob die aufgetretenen Abweichungen zu-
falliger oder wesentlicher Natur sind. Sie sind meist auf Grund
der Annahme einer normal verteilten Grundgesamtheit entwi-
ckelt worden.

Die moderne Stichproben-Theorie geht zum groBen Teil auf die
Untersuchungen von Sir Ronald Fisher (1890 - 1962) zuriick.
Er fiinrte die Zufallsauswahl ein. Fisher beschrieb komplexere
Zufallsanordnungen anhand von Bldécken und lateinischen
Quadraten und begriindete die Methode der Varianzanalyse,
bei der die Daten aus vergleichenden Zufallsexperimenten ana-
lysiert werden. Es ist wissenswert, dass die Theorie der Stich-
proben in engem Zusammenhang mit der Praxis biologischer
und besonders landwirtschaftlicher Experimente entwickelt
wurde. Die Entwicklung der Varianzanalyse von Fisher wur-
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de erst durch die Ableitung der F-Verteilung durch George W.
Snedecor mdglich. Diese Verteilung wurde zu Ehren Fisher’s
F-Verteilung genannt.

Viele Verteilungen spielen in der Stichproben-Theorie (Zu-
fallsstichproben) eine Rolle, wie zum Beispiel die Binomial-
verteilung, Poissonverteilung, Hypergeometrische Verteilung,
Multinomialverteilung und die Normalverteilung. Stichproben
konnen bei zwei Fragestellungen eine Hilfestellung geben: Sei
es die Schétzung gewisser Parameter der Merkmalsverteilung
einer Grundgesamtheit. Oder die Uberpriifung von Hypothesen
beziiglich der Verteilung der Gesamtheit bzw. bestimmter Pa-
rameter einer Verteilung.

Weissagung und Lebensschicksal

Logik und Analyse waren in der Antike nicht die einzigen Ent-
scheidungshilfen. Mancher stiitzte sich auf das beriihmte Ora-
kel von Delphi, so auch der letzte Konig von Lydien, Krdsus
(reg. um 560 - 546 v. Chr.). Die Weissagung des delphischen
Orakels, er werde, wenn er den Halys (iberschreite, ein groBes
Reich zerstoren, erfilllte sich an ihm selbst: 546 v. Chr. wurde
er von dem persischen Konig Kyros Il. besiegt.

Kairos war in der Anschauung der alten Griechen der Augen-
blick, der dem Menschen schicksalhaft entgegentritt, aber von
ihm auch genutzt werden muss.

Als die ersten Propheten galten priesterliche Astronomen, die
die nachste Mond- oder Sonnenfinsternis voraussagen konnten.

Den Schieier vor der Zukunft zu liften, ist ein alter Mensch-
heitstraum. So lieB die Ungewissheit der Zukunft von je-
her einen Bedarf an Einschétzungen kiinftiger Ereignisabléu-
fe aufkommen. Bei Etruskern und R6mern war Haruspex der
Wahrsager.

Die weissagende Sibylle aus der Antike wird durch den la-
teinischen Satz charakterisiert: ,Cum taetra prodigia nuntia-
ta erant, decemwviri libros Sibyllinos adire iubebantur.“ (Wenn
,=500ft“ schlimme Vorzeichen gemeldet wurden, wurden die
Dezemvirn [lat. ,Zehnménner®] beauftragt, die Sibyllinischen
Buicher einzusehen.)

Zur Entscheidungsfindung diente und dient das Los, ein vom
menschlichen Willen unabhéngiges Mittel der Schicksalsbe-
fragung. Einem klassischen Beispiel begegnet man im N.T.

(Joh. 19,24): ... und tiber mein Gewand warfen sie das Los
(Ps 22,19)."

»--- Sich tiber nichts zu wundern, wenn es eingetreten ist, und
von nichts vor seinem Eintreten zu glauben, es konne nicht ge-
schehen. >Deshalb missen alle besonders dann, wenn das
Gliick am groBten ist, bei sich bedenken, wie sie schlimme
Triibsal ertragen kdnnen. Auf Gefahren und Ungliick soll man
bei der Riickkehr von einer weiten Reise gefasst sein, ...<“
schreibt Cicero in Tusculanae disputationes (Il 14,30).

In den Annalen (V1,22) von Tacitus findet sich der Satz: ,Wenn
ich von diesen und ahnlichen Begebenheiten hore, weiB3 ich
nicht, wie ich mich entscheiden soll, ob in dem Ablauf des
Menschenlebens das Schicksal oder eine unabénderliche Not-
wendigkeit oder reiner Zufall waltet.”

Erwahnenswert ist eine Anweisung Napoleons an seinen Ka-
binettssekretdr: ,Berichten Sie mir téglich, auch wenn nichts
vorgefallen ist; es kann von Wichtigkeit sein zu wissen, dass
sich nichts zugetragen hat, dass Erwartungen ausgeblieben
sind.”

Aleatorische Vertrage

Als aleatorische Vertrage (vom lat. alea ,Wirfel“) gelten Ver-
trdge, bei denen der Zufall entscheiden soll, fiir wen das Ge-
schéft einen Vorteil oder Nachteil bringen wird; zum Beispiel
Wette, Spiel, Termingeschaft.

Zum Begriff Spekulation
Der Begriff Spekulation wird oft mit den Finanzmarkten in Ver-
bindung gebracht. Was bedeutet Spekulation tiberhaupt?

In einer staatlichen Untersuchung des Bdrsenwesens in
Deutschland im 19. Jahrhundert war zu lesen: ,Spekulation
ist diejenige geistige Tatigkeit, welche aus den Erfahrungen
der Vergangenheit und der Beobachtung der Gegenwart einen
Schluss auf die Zukunft zieht.”

Der Investmentbankier Gerald M. Loeb definierte den Begriff
Spekulation wie folgt: ,Zwischen Gliicksspiel und Spekulation
besteht ein groBer Unterschied. Gliicksspiel beinhaltet ein Ri-
siko, das man nicht beeinflussen kann. Spekulation, wenn sie
richtig betrieben wird, bedeutet, dass man seine Intelligenz und
sein Urteilsvermdgen fiir die Entdeckung einer Chance und ihre
Untersuchung einsetzt.
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Der Philosoph Peter Koslowski driickt sich so aus: ,Spekulati-
on sei nicht nur ein Spiel, sondern der niitzliche Versuch, sich
auf kiinftige Unsicherheiten einzustellen.®, siehe FA.Z. vom 1.
Juni 2002, Seite 15.

Von Ludwig Bamberger (1823 - 1899), finanzpolitischer Be-
rater Bismarcks, vertrauter Ratgeber Friedrichs Ill. und Mitbe-
griinder der Deutschen Bank, stammt folgendes Zitat: ,Wenn
neue Projekte vorgelegt wurden und, wie dies regelméBig ge-
schah, die Vermittler auf dem Papier die schonsten fiir alle
Eventualitdten abgezirkelten Berechnungen zur Befriedigung
meines Onkel vorgelegt hatten, und wenn alle meine Einwiirfe
beseitigt waren, dann pflegte ich zu sagen: >Wir rechnen oh-
ne das Unvorhergesehene. < Worauf er: >Was kann da noch
Unvorhergesehenes kommen?< - Worauf ich: >Wenn ich’s
sagen konnte, ware es nicht das Unvorhergesehene.<*, vgl.
Koehler Benedikt: Ludwig Bamberger: Revolutionédr und Ban-
kier. Stuttgart 1999, S. 76.

Der Spieltisch als Geburtsort der Wahrscheinlichkeits-
rechnung

Glickspiele waren immer eine beliebte Beschaftigung der
Menschen. Heutzutage geben die Amerikaner fir Glicksspiele
mittlerweile mehr Geld aus als fiir Kino, DVD, CD und Biicher
zusammen.

,Das Spiel als eine Herausforderung an den Zufall liegt in der
menschlichen Natur® schrieb Heinrich Hoffmann in seinem
Kur- und Badebuch (zitiert nach ,Bayer. Staatszeitung“ — Un-
ser Bayern 3/2002).

Der romische Schriftsteller Sueton (um 70 bis nach 140) be-
richtet von einem Epigramm, das da lautet: ,Nachdem er zwei-
mal zur See besiegt seine Schiffe verloren hatte, probiert er
standig sein Gliick im Wiirfelspiel, um wenigstens einmal zu
siegen.” (Aug. 70,2).

In der Renaissance waren Wiirfelspiele ein sehr beliebter Zeit-
vertreib. Die Gliicksspiele (Hasardspiele) waren es, die im 16.
Jahrhundert den Boden fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung
bereiteten (géométrie du hazard oder aleae geometria).

Wenn der Spieltisch der Geburtsort der Wahrscheinlichkeits-
theorie war (Oskar Anderson sen.), dann stand er wohl in Ita-
lien. Ein Beitrag von Jochen Zwick in der FA.Z. vom 4. August
1999 trug den Titel Wer nicht ins Casino geht, taugt fiir kein
Amt mit dem Untertitel /m Gliicksspiel versicherte sich Vene-

digs Adel seiner Selbstsicherheit und seiner Rolle.

Rudolf Haussner nennt sehr friihe Untersuchungen zu Gliick-
spielen: Libri berichtet in seiner Histoire des sciences mathé-
matiques en ltalie, dass sich in einem 1477 in Venedig ge-
druckten Kommentar zu Dante’s Divina Commedia [Gottliche
Komddie] Untersuchungen iber die Haufigkeit der mit drei
Wiirfeln maglichen Wiirfe finden.

Luca Pacioli (1445 - 1514) stellte um 1500 die Frage, wie der
Spieleinsatz gerecht zu verteilen ist, wenn ein Spiel vorzeitig
beendet werden muss.

Von Geronimo Cardano (1501 - 1576) stammt eine Schrift,
die sich mit Gliicksspielen befaBte. Sie erschien um 1526 mit
dem Titel Liber de Ludo aleae und behandelte Wiirfelspiele.

Ein italienischer Edelmann fragte Galilei (1564 - 1642), warum
beim Spiel mit drei Wiirfeln die Gesamtzahl der Augen haufiger
10 als 9 sei. Daraufhin fertigte Galilei eine Tabelle mit den 216
= 6° Mdglichkeiten an (nach der Schrift Sopra le Scoperte dei
Dadi, die erstmals im Jahr 1718 veroffentlicht wurde).

Bekannter ist die Geschichte von Antoine Chevalier de Méré. Er
legte Blaise Pascal (1623 - 1662) im Jahr 1654 eine Reihe von
Fragen vor, die sich auf Erfolgschancen gewisser Wiirfelspiele
bezogen. Hieriiber korrespondierte Pascal mit Pierre de Fer-
mat (1601 - 1665). Der niederldndische Physiker und Mathe-
matiker Christiaan Huygens (1629 - 1695) horte von den Ge-
sprachen (ber die Wiirfelspiele zwischen Pascal und Fermat
und wurde so angeregt, sich mit diesem Thema zu befassen.
Huygens, der den Inhalt der Gespréache zwischen Pascal und
Fermat nicht kannte, verfasste 1656 eine Schrift. Frans van
Schooten ibersetzte dieses Werk in das Lateinische und nahm
sie unter dem Titel De ratiociniis in ludo aleae in seine Exerci-
tationes mathematicae (1657) auf. Mit dieser Schrift von Huy-
gens wurde die Mathematik um einen neuen Zweig, die sog.
Wahrscheinlichkeitsrechnung, bereichert (Rudolf Wolf in sei-
ner Geschichte der Astronomie aus dem Jahr 1877).

Diese Abhandlung von Huygens' — einer der bedeutendsten
und vielseitigsten Physiker und Mathematiker seiner Epoche —
blieb lange die einzige Einflihrung in die Wahrscheinlichkeits-
lehre. Nebenbei sei erwéhnt, dass Gottfried Wilhelm Leibniz

1 Anlasslich der planmaBigen Landung der europdischen Raumsonde Huygens
auf dem Saturnmond Titan am 14. Januar 2005 nach einem rund sieben-
jahrigen Flug, sei an die Entdeckung des hellsten Saturnmonds durch Chris-
tiaan Huygens im Jahr 1655 erinnert.
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nach einer Begegnung mit Huygens sich veranlasst sah, seine
Kenntnisse in der hoheren Mathematik zu vertiefen. Aus dem
Lernenden wurde ein Meister: 1675 erfand Leibniz die Infini-
tesimalrechnung auf eigenem Weg und unabhdngig von New-
tons Fluxionsrechnung.

Chrstiaan Huygens und Jakob Bernoulli die Begriinder der
Wahrscheinlichkeitstheorie

Im Wesentlichen begriindeten die Wahrscheinlichkeitstheo-
rie Christiaan Huygens (1629 - 1695) und Jakob Bernoulli
(1655 - 1705). Wahrend Huygens sich mit Glicksspielen be-
faBte, spielte fiir Jakob Bernoulli der Begriff der Wahrschein-
lichkeit auch im menschlichen Leben und im Rechtswesen ei-
ne Rolle. Einzufiigen ist hier die Wette von Blaise Pascal (1623
- 1662). Nach dessen Auffassung lduft der Glaube an Gott auf
eine Wette hinaus und er begriindete dies in Anlehnung an die
Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Das fir die Wahrscheinlichkeitsrechnung bedeutende Werk
von Jakob Bernoulli (1655% - 1705), das unvollendet blieb,
wurde 1713 posthum verdffentlicht. Der Titel dieser Schrift
lautete Ars Conjectandi (Kunst der MutmaBung). In diesem
Werk taucht auch die Formulierung ,Ars Conjectandi sive Sto-
chastice” auf. Der letzte Begriff stammt vom Griechischen Ver-
bum otoyalecbon (stochazesthai) [u. a. das Ziel treffen; er-
raten, vermuten, ahnen]. Das Werk Bernoullis befasste sich
nicht nur mit Gliicksspielen. So trégt der vierte Teil die Uber-
schrift ,Anwendung der vorhergehenden Lehre auf biirgerli-
che, sittliche und wirtschaftliche Verhéltnisse.*

Kunst des Mutmafiens

Im taglichen Leben fuBen viele Tatigkeiten auf Vermutung. Da-
bei mdgen gewisse Entscheidungen auch nur intuitiv getroffen
worden sein. Viele seiner Entscheidungen hat der Mensch von
den Bahnen der Himmelskdrper lenken lassen.

In der Seefahrt wurde die genaue Bestimmung des Léngen-
grades erst im 18. Jahrhundert mdglich (Seeuhr von John
Harrison). In diesem Kontext ist ein Bericht von Plinius d. A.
(23 - 79) erwahnenswert: ,Nach den Sternen richtet man sich
hier bei der Schiffahrt nicht; das Siebengestirn sieht man nicht
mehr. <Viel mehr> nimmt man Vdgel mit, die man von Zeit zu
Zeit fliegen ldsst und deren nach dem Land strebendem Flug
man dann folgt. Auch fahrt man hochstens vier Monate im
Jahr zur See.”, vgl. Naturkunde VI Geographie Asien XXIV 83
(Hrsg. und iibers. von Kai Brodersen, 1996).

Die Bewertung von Objekten kommt in Ciceros Schrift Para-
doxa Stoicorum (VI 51) zur Sprache: ,Wenn ndmlich diese
schlauen Sachversténdigen in Vermdgensfragen Wiesen und
bestimmten Grundstiicken einen hohen Wert beimessen, weil
diese Art von Vermdgen sozusagen den geringsten Schaden
erleiden kann, wie hoch ist dann die Tugend zu bewerten, die
weder jemals geraubt noch gestohlen werden kann, weder
durch Schiffbruch noch durch Feuer verloren geht und weder
durch die Gewalt der Stiirme noch durch stiirmische Zeiten
verdndert wird?*

Fiir den Pragmatismus der Roémer spricht das Modell von Ul-
pian zur Abschdtzung der Dauer einer Leistung fir bestimm-
te Altersgruppen. Es sollte aber noch rund 1500 Jahre dauern
bis der berihmte Astronom Edmund Halley eine Absterbeord-
nung vorlegte (1693).

G. W. Leibniz schrieb um 1680: ,Da es aber niemanden gibt,
der uns das Lebensende vorhersagen konnte, muss man zu
Vermutungen zuriickkehren, die von zweierlei Art sind, die ei-
nen ndmlich haben eine gewisse sichere und mathematische
Schatzung ihrer Wahrscheinlichkeit, die anderen aber sind un-
bestimmter und unsicher.”

Jakob Bernoulli war wohl der erste, der die Bedeutung der
LKunst des MutmaBens“ hervorhob. Im vierten Teil Kapi-
tel Il seines Werkes unterscheidet Jakob Bernoulli zwischen
Wissen und Vermuten. Unter anderem heiBt es dort: ,Irgend
ein Ding vermuthen heisst soviel als seine Wahrscheinlich-
keit messen. Deshalb bezeichnen wir als Vermuthungs- oder
Muthmaassungskunst (ars conjectandi sive stochastice) die
Kunst, so genau als mdglich die Wahrscheinlichkeiten der Din-
ge zu messen und zwar zu dem Zwecke, dass wir bei unseren
Urtheilen und Handlungen stets das auswdahlen und befolgen
konnen, was uns besser, trefflicher, sicherer oder rathsamer
erscheint. Darin allein beruht die ganze Weisheit des Philo-
sophen und die ganze Klugheit des Staatsmannes.“ (R. Hauss-
ner).

Aus Kapitel IV im vierten Teil sei folgende Stelle zitiert: ,Aber
ein anderer Weg steht uns hier offen, um das Gesuchte zu fin-
den und das, was wir a priori nicht bestimmen konnen, we-
nigstens a posteriori, d.h. aus dem Erfolge, welcher bei ahn-
lichen Beispielen in zahlreichen Féllen beobachtet wurde, zu
ermitteln.”

2 Geboren am 6. Januar 1655 (27. Dezember 1654 alten Stils).
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So erkannte Jakob Bernoulli, dass man Sterbens- und Uber-
lebenswahrscheinlichkeiten nicht a priori berechnen, sondern
nur aus Erfahrung schétzen kann und hierzu braucht man eine
Sterbetafel. Sein Neffe Nikolaus Bernoulli (1687 - 1759) wand-
te sich im Zusammenhang mit Versicherungspramien gegen die
Einwdnde, man kénne mit Menschen nicht wie mit Waren rech-
nen. Er brachte zum Ausdruck, dass man nur mit der Wahr-
scheinlichkeit der Dauer des menschlichen Lebens rechne.

Erwartungswert

Christiaan Huygens (1629 - 1695) betrachtete das arithme-
tische Mittel unter dem Gesichtspunkt der mathematischen
,Erwartung“ oder ,Hoffnung“. Fir Jakob Bernoulli (1655 -
1705), auf den das ,Gesetz der groBen Zahlen® in seiner ur-
spriinglichen Fassung zuriickgeht, war der Mittelwert nur dann
bedeutungsvoll, wenn ein Zufallsexperiment sehr oft wieder-
holt wird. Eine Vorstellung vom Gesetz der groen Zahlen hat
schon Peter SiBmilch (1707 - 1767) gehabt (Die gdttliche
Ordnung ...).

Siméon Denis Poisson (1781 - 1840) hat ,Das Gesetz der
groBen Zahlen® (loi des grands nombres) begriindet.

Leibniz schrieb in einem Brief (April 1705) an Jakob Bernoul-
li: ..., ndmlich dass das arithmetische Mittel zwischen gleich
Ungewissem genommen wird, welcher Grundlage sich so-
wohl die Landleute bedienen, wenn sie den Wert der Grund-
stlicke abschétzen, als auch die Steuerbeamten, wenn sie die
mittleren Einkiinfte des Vorstehers von Amtern festsetzen,
wenn sich dafir ein Pachter anbietet.“ (Biermann und Faak).

Bei der Bewertung von Leibrenten befasste sich Gottfried Wil-
helm Leibniz (1646 - 1716) mit der Schatzung der mensch-
lichen Lebensspanne, wobei er sich an einer arithmetischen
Folge orientierte, ohne dies so zu benennen.

Arithmetisches Mittel fiir Bewertungsprobleme
(Braunschweiger Teilung)

Mit Teilungsproblemen waren die Menschen immer konfron-
tiert (gerechte Aufteilung der Beute oder Ernte, Erbteilungsauf-
gaben). So hat das arithmetische Mittel nicht nur in der Stati-
stik eine weite Verbreitung gefunden.

Leibniz erwahnte die ,Braunschweiger Teilung“ fiir die Wert-
feststellung eines Erbes, Hauses oder eines anderen Gutes.
Er schilderte die rechtsgiiltige Gewohnheit der Bauern von
Braunschweig-Liineburg, drei Gruppen von Schétzern zu
bilden, die sie die 3 Schiirzen (Schurzen) nennen. Aus drei

Schétzungen wurde dann ein Mittelwert errechnet.

In der Abhandlung (ber die Buchhaltung 1494 von Luca Paci-
oli wird berichtet: ,,... so holte man ein Gutachten eines erfah-
renen Schatzers ein oder im Zweifelsfalle von mehreren, von
denen man dann den Durchschnitt nahm.*

Exkurs: Statistik

Die Herkunft des Begriffs Statistik ist nicht ganz klar. Als Na-
mensgeber der Statistik wird Martin Schmeitzel (1679 - 1747)
genannt: ,collegium politico-statisticum®. Auch sein Schiiler
Gottfried Achenwall (1719 - 1772) wird als Namensgeber ge-
nannt. Dies geht auf seine Vorlesung Gber Staatenkunde mit
dem Titel ,Notitia politica vulgo statistica“ im Jahr 1748 zu-
rick. Diese Staatenkunde hat mit der modernen Statistik nur
den Namen gemeinsam. Nach Giinter Menges leitete Achen-
wall den Begriff Statistik von ,ragione di Stato” und ,statista“
ab, wie eine handschriftliche Notiz zeigt.

In England entstand die ,Politische Arithmetik®, die ausgehend
von Geburts- und Sterbezahlen, die zahlenmaBige Entwick-
lung der Bevdlkerung zu beobachten versuchte. Schon John
Graunt (1620 - 1674) stellte die relative Haufigkeit der Kna-
bengeburten fest: 139 782 Sohne und 130 866 Tochter, also 1
068 zu 1 000. Damals war aber die Testtheorie noch nicht ent-
wickelt und so konnte nicht beurteilt werden, ob die Beobach-
tung von Graunt wesentlich oder zufallig war. In Deutschland
waren Wegbereiter der Bevolkerungsstatistik Caspar Neumann
(1648 - 1715) und Peter StiBmilch (1707 - 1767). Die Auf-
zeichnungen Uber Geburten und Todesfélle der Stadt Breslau
von Caspar Neumann verwendete Edmond Halley (1656 -
1742) fiir seine erste ,Absterbeordnung* (Uberlebendentafel)
im Jahr 1693. Hingewiesen sei hier auf die 28 Fragen von G.
W. Leibniz, die er 1682 unter der Uberschrift ,Fragen der poli-
tischen Rechnung zum Leben der Menschen sowie verwandte
[1682]“ zusammengefasst hatte, vgl. Leibniz, S. 521.

Stochastisch

Der Begriff Stochastik wurde von Jakob Bernoulli eingefiihrt
und erst wieder von L. von Bortkiewicz 1917 aufgegriffen.
Dem Lexikon der Mathematik kann entnommen werden: Sto-
chastik, zusammenfassende Bezeichnung fiir die Diszipli-
nen Wahrscheinlichkeitstheorie und (mathematische) Statis-
tik. Giinter Menges definierte dieses Wort kurz und biindig im
1. Band (Theorie) seiner Schrift GrundriB der Statistik: ,Al-
les, was auf der Wahrscheinlichkeitsrechnung aufgebaut ist
oder sonstwie mit ihr zu tun hat, bezeichnet man als ,Stochas-
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tik“. Erwin Kreyszig erkléart diesen Begriff so: ,Stochastisch®
bedeutet ganz allgemein ,mit Zufallsexperimenten und Wahr-
scheinlichkeiten zusammenhéngend*.

Ein Vorgang wird stochastisch genannt, wenn der einzelne
Ausgang nicht vorhersagbar ist, jedoch die Struktur vieler in-
dividueller Ergebnisse auf lange Sicht absehbar ist. So gelten
viele Phdnomene als stochastisch, wie zum Beispiel das Le-
bensalter einer Person mit einer Leibrente.

Eine im voraus berechenbare Wahrscheinlichkeit heiBt aprio-
risch (zum Beispiel ist die Wahrscheinlichkeit mit einem Wiir-
fel eine 1 zu werfen gleich 1/6), aposteriorisch oder empirisch
eine Wahrscheinlichkeit, die auf Grund von Beobachtungen
bestimmt worden ist. Zu beachten ist, dass es sich bei den
Gliicksspielen um eine Wahrscheinlichkeit a priori handelt,
wahrend man zum Beispiel bei Sterbefdllen mit Hilfe schon
abgelaufener Vorgédnge eine Wahrscheinlichkeit a posterio-
ri ermittelt.

Borsenkurse mdgen wie ein Wirfelwurf als zuféllig betrach-
tet werden, es besteht aber ein entscheidender Unterschied
bei diesem Vergleich. Der Wirfel bleibt von den vorangegan-
genen Ergebnissen unbeeinflusst, weil er kein Geddchtnis hat.
Dagegen sind die Handlungen der Borsenteilnehmer von den
vergangenen und augenblicklichen Ereignissen sehr wohl be-
troffen, wodurch ihre Wahrnehmung der aktuellen Lage die Zu-
kunftserwartungen mafBgeblich beeinflussen werden.

Louis Bachelier - kein Mann seiner Gegenwart

Benoit Mandelbrot (geb. 1924)% der den Begriff ,Fraktal®
prégte, schrieb tiber Louis Bachelier (1870 - 1946): ,Die Tra-
gddie von Bachelier bestand darin, dass er ein Mann der Ver-
gangenheit und der Zukunft, nicht aber seiner Gegenwart war.
Ein Mann der Vergangenheit deshalb, weil er (iber die histo-
rischen Wurzeln der Wahrscheinlichkeitstheorie — die Gliick-
spiele - arbeitete. Zur Einflihrung stochastischer Prozesse
mit stetiger Zeit wahlte er den Weg Uber die stetige Form der
Gliicksspiele, La Bourse [die Borse]. Ein Mann der Zukunft
war er sowohl in der Mathematik (der Brief von Lévy legt dar-
iiber Zeugnis ab) als auch in der Okonomie, wo er als der
Schopfer des wahrscheinlichkeitstheoretischen Konzepts des
,Martingals“ (das ist die geeignete Formulierung fiir ein faires
Spiel oder einen effizienten Markt) anerkannt ist.”

Mandelbrot resiimiert: ,Den gréBten Runhm verdankt Bache-
lier seinem Konzept, dass sich die Preise wie eine Brown’sche

Bewegung verhalten.“ AuBerdem hebt Mandelbrot hervor,
dass ein gehoriger Teil der mathematischen Ergebnisse zur
Brown’schen Bewegung schon fiinf Jahre vor Einstein de-
tailliert beschrieben wurde, ndmlich durch Louis Bachelier
(Dictionary of Scientific Biography, 1, 366 - 367). Nach den
Ausfiihrungen von Mandelbrot stand im Mittelpunkt dieser Ge-
schichte eine im Jahr 1900 in Paris verteidigte Doktordisser-
tation in den mathematischen Wissenschaften, die die Pri-
fungskommission nicht sonderlich beeindruckte. Zu dieser
Dissertation (Théorie de la Spéculation) bemerkte Mandelbrot
2005 (S. 80): ,Seine Doktorarbeit legte den Grundstein fir die
Finanztheorie und — weit allgemeiner — fiir die Theorie aller
Formen zufallsbestimmter Verdnderung im Zeitkontinuum.

Die Brown’sche Bewegung dient heute als mathematisches
Modell fir Zufallsprozesse. Bernhard H. Lavenda brachte in
seinem 1985 publizierten Aufsatz Die Brown‘sche Bewegung
(»Spektrum der Wissenschaft® 4/1985) zum Ausdruck, dass
sich in jiingerer Zeit aus dem Studium der Brown’schen Bewe-
gung wichtige mathematische Techniken zur allgemeinen Un-
tersuchung von Zufallsprozessen ergaben. ,Diese Techniken
setzte man zur Regelung von elekiromagnetischem >Rau-
schen< ein; sie trugen ferner zum Verstandnis der Dynamik
von Sternhaufen, der Entwicklung von dkologischen Syste-
men und des Verhaltens von Aktienkursen bei.“, schreibt La-
venda.

Exkurs: Brown’sche Bewegung

Der Botaniker Robert Brown (1773 - 1858) machte 1827 eine
weitreichende Entdeckung. Er beobachtete unter dem Mikro-
skop eine unregelmaBige Bewegung bei Pollen, die sich in ei-
ner Fliissigkeit befanden. Dieses Phdnomen wurde nach ihm
benannt.

Erzeugung einer einfachen Brown’schen Linie
Um die einfachste Art einer Brown’schen Linie zu erhalten,
geniigt nach Hans Lauwerier (Fraktale, Hiickelhoven 1989)
die Unterteilung eines Geradenstiicks in eine beliebige Anzahl
von Punkten und die Erzeugung von Pseudo-Zufallszahlen
mit Werten zwischen 0 und 1. Diese werden so umgeformt,
dass sie zwischen -0,5 und +0,5 liegen. Mit einem Faktor
lasst sich die Starke der Pseudo-Zufallszahl beeinflussen. Je-
3 Mandelbrot war von 1958 bis 1993 am Thomas-J.-Watson-Forschungs-
zentrum von IBM tétig. Fiir die Entwicklung der fraktalen Geometrie der Natur
wurde Mandelbrot 1985 von der Columbia University die ,Barnard Medal of
Meritorious Service to Science* verliehen, eine sehr seltene Auszeichnung,
die vor ihm z.B. Einstein, Bohr, Heisenberg, den Curies und Fermi zuteil wurde.

Eine von ihm 1967 verdffentlichte Arbeit trug den Titel ,Wie lang ist die Kiiste
Britanniens?*
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der neu gebildete Wert wird zum vorhergehenden addiert. Die
so erzeugte Linie kann man sich z.B. als Kiistenlinie vorstellen.
Lauwerier dachte an eine graphische Darstellung von Gewinn
und Verlust von zwei Teilnehmern an einem Gliickspiel.

Auf diese Art wurden drei ,kiinstliche Linien® erzeugt (s. Abb.
1). Als ,Zufallszahlen-Generator* wurde die Zahl 7t benutzt.
Zu diesem Zweck wurden zundchst rund 9 600 Nachkomma-
stellen der Zahl r unter Anwendung des ,Tropfel-Algorithmus®
von Stanley Rabinowitz und Dik T. Winter erzeugt. Sodann wur-
den jeweils vier Nachkommastellen zu einer Zahl zusammenge-
fasst, so dass rund 2 400 vierstellige ,Zufallszahlen* zur Ver-
fligung standen. Aus diesem Bestand wurden Daten fiir die
Erstellung der in Abbildung 1 dargestellten Kurven ausgewdhit.

Abb. 1

Brown “sche Linien oder echte Zeitreihen?

Zur Erzeugung von (Pseudo-) Zufallszahlen sei angemerkt:

Als einfache Einrichtung fiir die Erzeugung von Folgen zufal-
liger Zahlen helfen: Urnen, Wiirfel und Rouletts. Als Zufalls-
zahlen-Generator kann auch die Zahl r verwendet werden. Die

Nachkommastellen von 7t eignen sich in hervorragender Wei-
se hierfiir. Mit einem Rechner konnen echte Zufallszahlen im
Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie nicht erzeugt werden.
Jetzt kann auf von unvorhersehbaren physikalischen Phéno-
menen (Quanteneffekte oder Rauschen) abgeleitete Werte zu-
riickgegriffen werden, vgl. ,Innovate! Das Magazin fir For-
schung und Technologie®, Ausgabe September 2005, S. 18ff.

Heisenberg zur Statistik

In Gespréche (iber das Verhéltnis zwischen Biologie, Physik
und Chemie (1930 - 1932) stoBt man auf einen bemerkens-
werten Dialog, der hier wiedergegeben wird.

Oskar Klein: ,Ist es nicht merkwiirdig, dass Einstein so groBe
Schwierigkeiten hat, die Rolle des Zufélligen in der Atomphy-
sik zu akzeptieren? Er kennt doch die statistische Warmelehre
besser als die meisten anderen Physiker, und er hat selbst eine
iiberzeugende statistische Ableitung des Plankschen Gesetzes
der Wéarmestrahlung gegeben. Fremd kdnnen ihm solche Ge-
danken also sicher nicht sein. Warum fiinhlt er sich dann ge-
zwungen, die Quantenmechanik abzulehnen, nur weil das Zu-
féllige in ihr eine grundsétzliche Bedeutung gewinnt?*

Darauf antwortete Werner Heisenberg: ,Es ist natiirlich gera-
de dieses Grundsétzliche, was ihn stort. Dass man etwa bei
einem Topf voll Wasser nicht weiB, wie alle einzelnen Was-
sermolekiile sich bewegen, ist selbstverstandlich. Daher kann
sich niemand dariiber wundern, dass wir Physiker hier Statis-
tik treiben miissen, so wie etwa eine Lebensversicherungsge-
sellschaft iiber die Lebenserwartung ihrer vielen Versicherten
statistische Rechnungen anstellen muss. (...)“; vgl. Heisen-
berg, Werner: Der Teil und das Ganze: Gesprache im Umkreis
der Atomphysik. 5. Auflage. Miinchen 2003, S. 126.

Das arithmetische Dreieck (bekannt als Pascal’sches
Dreieck)

Erst gegen Ende des 17. Jahrhunderts wurde das arithme-
tische Dreieck (bekannt als Pascal‘sches Dreieck) zum Aus-
gangspunkt fir drei Zweige der Mathematik* (Studium der un-
endlichen Reihen, der Kalkiil mit endlichen Differenzen und die
Wahrscheinlichkeitsrechnung). Das arithmetische Dreieck ist
eine Hilfstafel, der man bekanntlich die Koeffizienten der Ent-
wicklung von (a + b)" entnehmen kann. Man spricht auch
vom Dreieck der Binomialkoeffizienten.

4 Nebenbei sei angemerkt, dass der Satz von Frank Morley erst in das Jahr
1899 fallt: Das Dreieck, das durch Winkeldreiteilung entsteht, ist das Morley-
Dreieck, das stets gleichseitig ist.
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Gewohnlich werden die Binomialkoeffizienten in Form eines
gleichschenkligen Dreiecks angeordnet. Es handelt sich dabei
um die Koeffizienten des Binoms (a + b)". Mit dem arithme-
tischen Dreieck, das mit vielen Gebieten der Mathematik ver-
netzt ist, lassen sich die Eigenschaften des binomischen Lehr-
satzes veranschaulichen.

Jedermann ist der Ausdruck (a + b)? = a®> + 2ab + b? be-
kannt. Mit der Schreibweise des Binoms (a + b)" lasst sich
Zeit gewinnen und man behélt den Uberblick.

Zur Konstruktion des arithmetischen Dreiecks
Das Bildungsgesetz dieser Koeffizienten wird im Folgenden
leicht erkennbar:

[

o —
—_
w W
W —
—_
L)
N B
Q-
—_

1

2

1

1 331 14641 1 51010 51

Die so gebildeten Zahlen entsprechen den Zeilen 3 bis 6 im
arithmetischen Dreieck.

Erklarung des Arithmetischen Dreiecks

Abbildung 2 zeigt das arithmetische Dreieck bis n = 10. Man
erhélt jede gesuchte Zahl, wenn man die links und rechts tiber
ihr stehenden addiert; zum Beispiel 10 = 4 + 6.

Jede Zahl ist gleich der Summe aller Zahlen der linken oder
rechten Schrégzeile, beginnend mit der links oder rechts iiber
ihr stehenden Zahl; zum Beispiel
10=4+3+2+10der10=6+3+1.

Jede Schrégzeile ist eine arithmetische Folge héherer Ord-
nung; zum Beispiel:

1. Schrégzeile: 1,1,1,1,1,. arithmetische Folge 0. Ordnung
2.Schrédgzeile: 1,2, 3,4, 5, ... arithmetische Folge 1. Ordnung
3.Schrégzeile: 1,3,6,10, 15, ... arithmetische Folge 2. Ordnung
USW.

Die dem arithmetischen Dreieck unschwer zu entnehmenden
Binomialkoeffizienten helfen, Kombinationen zu berechnen.
Wahrscheinlichkeitsuntersuchungen beruhen auf der Analy-
se von Permutationen und Kombinationen der vorkommenden
Elemente. Damit erhdlt man die Anzahl der Moglichkeiten, aus
n Elementen k Elemente herauszugreifen.

Ein Lesebeispiel fiir [:] :Fiirn = 6 und k = 3 erhdlt man als

Ergebnis 20.
Ein Beispiel fir: (2 + b)® = a3 + 3a®b + 3ab? + bd.

Diesem Dreieck lassen sich die Zufallswahrscheinlichkeiten von
Ereignissen leicht entnehmen. So erhélt man z.B. die Wahrschein-
lichkeit fiir die beim Fall von 2 Miinzen auftretenden Mdglich-
keiten (zweimal Wappen, Wappen und Zahl, zweimal Zahl; 1/4,
2/4,1/4).

Berechnung des Binomialkoeffizienten

Der Binomialkoeffizient kann auch mit folgender Formel be-
rechnet werden: (kam :

Mit n! wird abkiirzend das Produkt der positiven ganzen Zah-
len von 1 bis n bezeichnet und Fakultdt genannt, also n! =
1x2*3= ... «n; fir 0! gilt 1. Von James Stirling (1692 -
1770) stammt die Néherungsformel n! = (n/e)" V2mn .

Der Ausdruck [E] kann auch mit Hilfe der Logarithmen anna-
hernd berechnet werden. Hilfreich ist dabei eine Tabelle, die
die Fakultdten und ihre Zehnerlogarithmen ausweist.

Zum Beispiel: Ig (37) = Ig 35! - 1g 17! - 1g 18! =

40,01423 - 14,55107 - 15,80634 = 9,65682,
also 4 537 535 126 oder 4 537 567 652 (Taschenrechner HP-
41CX) gegeniiber dem exakten Wert 4 537 567 650.

Binomialverteilung

Es sei die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses p und die
Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis nicht eintritt, g = 1 - p
(0=p=1). Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis
in n unabhdngigen Versuchen xmal eintrifft, durch das Vertei-
lungsgesetz der Binomialverteilung gegeben:

n —X. _
Pn(X):(ij*q” X, x=0,1,...,n.

Fiir kleine Werte von n und x ist die Binomialverteilung prakti-
kabel. Fiir groBe Werte wird je nach der Aufgabenstellung ent-
weder die Poissonverteilung oder die Normalverteilung ange-
wendet. Von Abraham de Moivre (1667 - 1754) wurde der
Zusammenhang zwischen Binomialverteilung und Normal-
verteilung erkannt und 1718 in seinem Werk The Doctrine of
Chances publiziert.

Beispielsweise lasst sich aus der Wahrscheinlichkeit fiir eine
Knabengeburt p = 0,515 mittels der Binomialverteilung be-
rechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit in einer Familie mit
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Abb. 2 Das arithmetische Dreieck
(Pascal “sches Dreieck) i
. zr.
n=
] 1 1
2

1 1 L 2

2 1 1 = 4

3 1, 3] 3 1 y, 8
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z.B. vier Kindern ein Knabe und drei Maddchen, zwei Knaben
und zwei Madchen, drei Knaben und ein Maddchen oder lauter
Knaben zu erwarten sind.

Man kann auch die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnen, dass
aus einer Gruppe von zum Beispiel zehn Gleichaltrigen inner-
halb des ndchsten Jahres niemand, genau eine Person, min-
destens eine Person, nicht mehr als eine Person oder mehr als
eine Person stirbt.

Galton‘sches Brett

Die Binomialverteilung kann auch am Modell eines ,Rémischen
Brunnen® dargestellt werden. Ein mechanisches Modell zur
Demonstration und Veranschaulichung der Binomialverteilung
ist ein Galtonbrett (nach Francis Galton, 1822 - 1911), das
auch als Zufallsapparat bezeichnet wird, s. Abb. 3.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Kugel im Fach x unten an-
kommt, ist f (x) = (Q)[%] .

Dabei werden bei n Nagelreihen n+1 Facher bendtigt. Bei
fiinf Nagelreihen wiirde man in sechs Féchern von links nach

echts 1 o 1 01 01 o1 1
32 32 32 32 32" 32

aller Kugeln finden. In diesem Zusammenhang wird auf die
sechste Zeile im arithmetischen Dreieck hingewiesen (1, 5, 10,
10, 5, 1); die Summe der in dieser Zeile ausgewiesenen Bino-
mialkoeffizienten belduft sich auf 32 (=25).

Poisson-Verteilung

Diese Verteilung wird dann angewendet, wenn ein Ereignis
sehr selten eintritt. Man erhélt die Poisson-Verteilung durch
einen Grenziibergang aus der Binomialverteilung. Ein klas-
sisches Beispiel fiir eine Poisson-Verteilung (von S.D. Pois-
son 1837 eingefiihrt) ist der Tod von Soldaten durch Pferde-
hufschlag.

Wachstumsfunktion und Binomischer Lehrsatz

Die Binomialkoeffizienten lassen sich auch fiir die Darstellung
einer Wachstumsfunktion heranziehen — solange die Anzahl
der Jahre nicht groB ausfallt. So kann man fragen, wie sich
eine GroBe (z.B. Kapital, Bevdlkerungsstand, Holzbestand)
nach n Jahren entwickelt, wenn ihr eine konstante jahrliche
Zuwachs- oder Schrumpfungsrate zugrunde liegt. Es gilt:
(a+b)", wobeia = 1 und b = p/100. Zur Veranschaulichung
ein Beispiel (zwei Prozent fiir vier Jahre): b = 2/100. Fiir die
Anzahl der Jahre werden die Binomialkoeffizienten (fiinfte Zei-
le des arithmetischen Dreiecks) herangezogen: 1, 4, 6, 4, 1.
Somit lautet die Rechnung:

a*+4a3b+6ab%+ 4ab3+ b* = 1,082 oder 8,2%.

Die Uberlegenheit der logarithmischen Berechnung braucht
nicht besonders herausgestellt zu werden.

Die Zahl e und der binomische Lehrsatz
Aus der Geschichte der Mathematik von Becker und Hof-
mann (Bonn 1951) sei folgende Textstelle von Seite 231 wie-
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Abb. 1. Zujallsapparat oder Galton-

sches Brett.

Abb. 3 Zufallsapparat oder Galton’sches Brett. Aus: Flaskdmper, Paul: Allgemei-

ne Statistik. Hamburg 1962 (Nachdr. d. 2. Aufl. von 1949).

dergegeben: ..., wobei er [Euler] mit D. Bernoulli (1728) e
als Grenzwert von [H%]nund in Wiedergabe eigener Studien e
als Grenzwert von 1+§ " im Zusammenhang mit dem bino-
mischen Lehrsatz erklart.*

Historisches zum arithmetischen Dreieck

Nach diesen Ausfiihrungen zum arithmetischen Dreieck soll
dessen Geschichte noch skizziert werden. Die erste bekann-
te Darstellung des arithmetischen Dreiecks im christlichen
Abendland ziert die Titelseite der ,Kauffman3 Rechnung*“ von
Peter Apian, die 1527 in Ingolstadt gedruckt wurde (siehe Ab-
bildung 4). Zuvor tauchte diese Darstellung in einem chine-
sischem Traktrat von Chu Shih-Chieh aus dem Jahr 1303 auf.

Georges Ifrah zeigt in seiner Universalgeschichte der Zahlen
ein arithmetisches Dreieck mit ostarabischen Ziffern. Eine An-
merkung weist darauf hin, dass die gezeigte Tafel von dem
Mathematiker Al-Karaji ibernommen wurde, der Ende des 10.
oder Anfang des 11. Jahrhunderts geboren wurde. Nach Dor-
rie wurde der binomische Satz wahrscheinlich von dem ara-
bischen Astronomen Omar Alchaijami entdeckt, der im ersten
Viertel des 11. Jahrhunderts zu Bagdad lebte (Dorrie, Hein-
rich: Triumph der Mathematik. Wiirzburg 1958, S. 36).

Vor Pascal und Jakob Bernoulli hat Michael Stifel (1487 -
1567) die Binomialkoeffizienten in seiner 1544 verdffentlich-
ten Arithmetica integra dargestellt (siehe Abbildung 5).

Pascal hat iiber diese Zahlen ein Traktat verfasst, das posthum
in der Mitte des 17. Jahrhunderts (1665) verdffentlicht wur-
de (Traité du Triangle Arithmétique, ...). Dieses Werk kann-
te Jakob Bernoulli nicht. Zu Beginn seiner ,Permutations- und
Combinationslehre” bemerkte Bernoulli: ,Daher haben auch
einige bedeutende Méanner: Schooten, Leibniz, Wallis, Prestet
sich mit diesem Gegenstande beschéftigt, was wir erwéhnen,
um der irrthiimlichen Annahme vorzubeugen, dass alles neu
sei, was wir vorzutragen beabsichtigen. Jedoch haben wir
auch verschiedene eigene Resultate von nicht zu unterschat-
zender Bedeutung hinzugefiigt, so besonders den allgemeinen
und leichtversténdlichen Beweis fir die Eigenschaften der fi-
gurirten Zahlen; auf diesen, welcher unseres Wissen noch von
Niemand vor uns gegeben oder gefunden ist, stiitzen sich viele
weitere Resultate.“ (R. Haussner).

In einer Bemerkung von Jakob Bernoulli heiBt es: ,Viele haben
sich schon, wie ich an dieser Stelle bemerken mochte, mit
Betrachtungen (ber figurirte Zahlen beschéftigt (unter ihnen
Faulhaber und Remmelin aus Ulm, Wallis, Mercator in seiner
,Logarithmotechnia“, Prestet und andere), aber ich weil kei-
nen, welcher einen allgemeinen und wissenschaftlichen Nach-
weis dieser Eigenschaft gegeben hat. (...).“ (R. Haussner).

Muster im arithmetischen Dreieck

Bei Untersuchungen iber die Teilbarkeit der Binomialkoeffizi-
enten entdeckte man, dass im Pascal‘schen Dreieck (arithme-
tischen Dreieck) interessante Muster entstehen, vgl. Peitgen,
Jiirgens und Saupe: Chaos: Bausteine der Ordnung. Reinbek
bei Hamburg 1998, Kapitel 7. In Abbildung 6 wurden die Bi-
nomialkoeffizienten, die ohne Rest (modulo) durch drei teil-
bar sind als , «“ dargestellt. Dieser Abbildung liegen die ersten
35 Zeilen des arithmetischen Dreiecks zugrunde. Die Bino-
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Abb. 4 Links unten im Bild: Eine der friihesten Darstellungen des arithmetischen Dreiecks im christlichen Abendland.
Aus: Apian, Peter: Eyn Newe unnd wolgegriindte underweysung aller Kauffman Rechnung ... . Nachdruck von 1995 der Ausgabe Ingolstadt 1527.
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Abb. 5 Aus: Stifel, Michael: Arithmetica integra. Nirnberg 1544.

mialkoeffizienten wachsen stark an, wenn der Zeilenindex n
erhoht wird. Zum Beispiel ergibt der Ausdruck (32) die Zahl
4 537 567 650 (s. S. 95).

Zum Mythos Fibonaccizahlen: Das arithmetische Dreieck
Zweifelsfrei hat sich die Dreiecksform fiir die Darstellung der
Binomialkoeffizienten bewahrt. Es ist aber nicht zwingend die-
se Gestalt zu wahlen. Jakob Bernoulli hatte fir diese Zahlen
eine eigene Anordnung gewahlt. Er (berschrieb seine Zah-
lenanordnung mit ,Tabula Combinationum, seu Numerorum
Figuratorum® (R. Haussner ibersetzte dies mit ,Tafel der fi-
gurirten Zahlen®). Figurierte Zahlen sind Dreiecks-, Pyrami-
denzahlen usw.

Die von Jakob Bernoulli gewéhlte Anordnung der Binomialko-
effizienten konnte aufkldren helfen, wie Leonardo von Pisa (et-
wa 1180 bis nach 1240), genannt Fibonacci, die nach ihm

91

Abb. 6 Die Binomialkoeffizienten im Pascal’schen Dreieck,
die durch 3 ohne Rest teilbar sind, wurden durch einen Punkt ,,*“
gekennzeichnet.(Berechnungen des Verfassers)

LRI NI
LIS

benannten Zahlen entdeckt haben konnte. Abbildung 7 ver-
deutlicht dies: Der untere Teil entspricht dem Tabellenaufbau
von Jakob Bernoullli und der obere Teil zeigt die ,Fibonacci-
Zahlen® (1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, ...). In dieser Ab-
bildung wurden schrég verlaufende Linien eingezeichnet, da-
mit deutlich wird, wie die im oberen Teil ausgewiesenen Zahlen
entstanden sind. Es handelt sich also jeweils um die Summe
der in jeder Schragzeile vorkommenden Zahlen. Das sind die
sogenannten Fibonacci-Zahlen, die der von Leonardo von Pisa
gestellten Kaninchenaufgabe zugrunde liegen. Sein Werk ,li-
ber abbaci* erschien 1202.

Es sei dahingestellt, ob Fibonacci ein guter Beobachter oder
Erfinder war. Seine Reisen in die arabische Welt boten ihm
wohl Gelegenheit zu seiner Wissenserweiterung. Eduard Lu-
cas soll 1877 diese Folge von Zahlen nach Fibonacci benannt
haben. Die so genannten Fibonacci-Zahlen lassen sich auch
mit folgender Formel explizit gewinnen:

1+\/g ' 1-\/? ! 1

F = - —

! 2 2 Is

Nicht sehr verbreitet scheint das Wissen zu sein, dass diese Folge
auf das arithmetische Dreieck zurtickgefiihrt werden kann.

Verbliiffende Eigenschaften der Fibonacci-Zahlen

Die Folge beginnt mit 1, 1 und ab dem dritten Glied gilt: Jedes
Glied ist gleich der Summe der beiden Vorganger, also in der
Form:1,1,2, 3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, ... Oben wurde ge-
zeigt, dass die Wurzeln dieser bedeutenden Reihe im arithme-
tischen Dreieck liegen.

Bemerkenswert an dieser Reihe ist, dass die ersten Diffe-
renzen eine Reihe ergeben, die der urspriinglichen gleicht.
Die Fibonacci-Zahlen gelten in der Geschichte der Mathema-
tik als die erste rekurrente Reihe.
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Abb. 7 Arithmetisches Dreieck (verkiirzt) und Fibonacci-Zahlen

Fibonacci-Zahlen

Zahlen-Reihe aus dem Jahre 1202

von Leonardo von Pisa, genannt Fibonacci (ca. 1180 - nach 1240).
(Fortsetzung endlos)

Arithmetisches Dreieck

in der Anordnung (hier Auszug) von Jakob Bernoulli (1655 - 1705).
Bernoullis Darstellung lautet: ,Tabula Combinationum,

seu Numerorum Figuratorum”.

(Fortsetzung endlos)

Diese Folge von Zahlen stellt eine Verbindung von der Mathe-
matik zur Kunst her, weil das Verhéltnis aufeinander folgender
Fibonacci-Zahlen gegen den ,Goldenen Schnitt*

®= 0,5 (+/5+1) = 1,618 konvergiert. Dieser spielt seit der
Antike bei Bauwerken, Gemalden und Skulpturen eine heraus-
ragende Rolle. So entstand Kunst aus Wissen. Die Fibonacci-
Folge driickt viele Beziehungen in der Mathematik und Natur aus.
So entspricht zum Beispiel die Proliferation zahlreicher Pflanzen
einer Folge von Fibonacci-Zahlen. Proliferation bedeutet nach
Brockhaus: [lat. Kunstwort ,Nachkommenerzeugung*], Spros-
sung, Wucherung. In der Botanik wei man, dass in natiirlichen
Spiralen immer wieder spezielle Zahlen vorkommen, so kdnnen
zum Beispiel die Samen der Sonnenblume 55 Spiralen in der ei-
nen und 89 in der anderen Richtung aufweisen.

Kurz gestreift wird das griechische Theater in Epidauros. Das
Auditorium wird mittlerweile auf etwa 300 v. Chr. datiert. Es
stellt sich die Frage, ob es nur ein Zufall ist, dass die Anzahl
der Sitzreihen tiber und unter dem diazoma (dem Umgang quer
durch die Sitzreihen) 34 bzw. 21 betrégt, vgl. Dilke, 0.A.W.: Ma-
thematik, MaBe und Gewichte in der Antike. Stuttgart 1991.

Die Borsenanalyse mit Fibonacci-Zahlen sucht wahrscheinlich
vergebens nach dem roten Faden im Bérsengeschehen. Bes-
ser orientiert man sich an Karl von Holtei (1798 - 1880), der

den Satz prégte: ,Die Theorie trdumt, die Praxis belehrt.“ Goe-
the lasst Mephistopheles beim Auftritt eines Schiilers sagen:
»,arau, teurer Freund, ist alle Theorie, Und griin des Lebens
goldner Baum.“, vgl. Faust Erster Teil 2038.

Bernoullis’s Potenzsummenproblem (Summa Potestatum)
Mit einem beachtenswerten Kommentar versah Jakob Ber-
noulli seine Tafel ,Die Summe der Potenzen der natirlichen
Zahlen.“: ,Mit Hilfe der obigen Tafel habe ich innerhalb einer
halben Viertelstunde gefunden, dass die 10%" Potenzen der er-
sten tausend Zahlen die Summe liefern:

91409 924 241 424 243 424 241 924 242 500."

Die entsprechende Formel lautet:

S(nlo): %nll +0,5nt? Jr%n9 —n’+n°-05n3 +%n.

Die Losung des Potenzsummenproblems durch Jakob Ber-
noulli beruht auf dem binomischen Satz.

Eine Regel fir die Summe der Quadrate der natirlichen Zahlen
ist Uibrigens bereits in Keilschrifttexten enthalten.

Erinnert sei hier an den neunjéhrigen Carl Friedrich GauB
(1777 - 1855), der seinen Lehrer Biittner beeindruckte, weil
er sehr rasch die Summe einer arithmetischen Folge berech-
net hatte. Ahnlich wie GauB ging Gottfried Wilhelm Leibniz
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(1646 - 1716) vor, als er die mittlere Dauer des menschlichen
Lebens bestimmen wollte und dazu die Summe der Zahlen 1 +
2 + 3 + ... + 80 bendtigte.

Problem der vertauschten Briefe

Die Zahl e ist ein wesentlicher Bestandteil der Gleichungen zur
Berechnung von Zins und Zinseszins. Dieser bemerkenswerten
Zahl begegnet man héufig in Wahrscheinlichkeitsaufgaben. Die
Niitzlichkeit dieser Zahl sei hier am klassischen Problem der ver-
tauschten Briefe demonstriert. Dabei spielt auch der binomische
Saiz eine beachtliche Rolle.

Diese Aufgabe wurde zuerst von Nikolaus Bernoulli I. (1687 -
1759), ein Neffe der beiden groBen Mathematiker Jakob und Jo-
hann Bernoulli, behandelt. Spater loste Leonhard Euler (1707 -
1783) das Problem unabhéngig von Bernoulli. In etwas an-
schaulicherer Form lautet die Aufgabe: Jemand schreibt n Briefe
und auf n Umschlage die zugehdrigen Anschriften. Auf wie viele
Arten kann er alle Briefe in falsche Umschldge stecken?

Die L8sung dieses Problems soll folgende Ubersicht zeigen:

Die Aufgabe Uber die vertauschten Briefe
Anzahl der
Wahrscheinlichkeit,
Vertauschungen, dass kein Brief
i Vertauschungen in denen kein richtig
Briefe (n!) Umschlag den einkuvertiert ist
(n) zugehérigen Brief (Zahl)
enthalt
1 2 3
2 2 1 0,500000
3 6 2 0,333333
4 24 9 0,375000
5 120 44 0,366667
6 720 265 0,368056
7 5040 1854 0,367857
8 40 320 14 833 0,367882
9 362 880 133 496 0,367879
10 3628 800 1334 961 0,367879

Spalte 3 dieser Darstellung beinhaltet die Wahrscheinlichkeit,

dass kein Brief richtig einkuvertiert wurde. Man stellt fest,
dass durch ein Anwachsen von n die Zahlen in Spalte 3 kaum
mehr beeinflusst werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass jeder
Brief sich in einem falschen Briefumschlag befindet, belduft
sich auf 0,367879. Dieser Grenzwert ist der Reziprokwert der
Zahle, also 1/e odere' bzw. 1 -1+ 5 —§+ —

Diesen Wert erhélt man ibrigens auch mit Hilfe des Binomial-
satzes, wennmana = 1undb = —% setzt und n mdglichst

groB wahlt.

Wie die Daten in den Spalten 1 und 2 der oben stehenden
Ubersicht zustande kommen, soll folgendes Beispiel veran-
schaulichen.

Bei den in Spalte 1 ausgewiesenen Daten handelt sich um die An-
zahl der Permutationen (Vertauschungen) von n Elementen. Ei-
ne Permutation ist eine Zusammenstellung von n Elementen, bei
der jedes der n Elemente genau einmal vorkommt. Permutationen
ohne Wiederholung liegen vor, wenn alle n Elemente verschie-
den sind. Nachfolgend ein Beispiel fiir vier Elemente: a, b, ¢, d;
41 = 24,

abcd
abdc
achd
acdb
adch
adbc

bacd
badc
bcad
bcda
bdac
bdca

cabd
cadb
chad
chda
cdab
cdba

dabc
dach
dbac
dbca
dcab
dcha

Spalte 2 der Ubersicht enthélt die Anzahl der aus n Elementen

gebildeten Permutationen, in denen kein Element auf seinem

urspriinglichen Platz steht. Hierzu ein Beispiel fiir vier Ele-

mente

a, b, ¢, d mit den Permutationen
badc cadb dabc
bcda cdab dcab
bdac cdba dcha

Die entsprechende Anzahl der Permutationen errechnet sich

fiir n = 4 folgendermaen: 4![1 1,1 1 ij -9

w2t 3 4

Oder unter Zuhilfenahme der Binomialkoeffizienten wie folgt:
41-4-31+6-21-4-11+1=09.

Verbleibt die Frage nach der Wahrscheinlichkeit, dass wenig-
stens ein Brief in den passenden Umschlag kommt. Die Losung
lautet kurz und biindig: 1 = oder 0,6321..., also fast 2/3.

e

20031 41 5
Wahrscheinlichkeit und Mehrdeutigkeit
Charles Sanders Peirce bemerkte einmal, dass es in keiner an-
deren mathematischen Theorie so leicht fiir Experten ist, sich zu
irren, als in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Selbst erstklas-
sige ,Kopfe* waren vor Irrtiimern nicht gefeit. Vorsicht also bei
der Beantwortung von Fragen der Art ,Wie grof ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass ...?*
Eine bekannte Wahrscheinlichkeitsrechnung ist die folgende:
Wenn zwei Miinzen gleichzeitig geworfen werden, dann hat
der Zufall drei Mdglichkeiten: a) Wappen und Wappen, b)
Wappen und Zahl und c) Zahl und Zahl. Stehen die Chancen
1/3:1/3:1/37 Nein, sondern: 25 : 50 : 25 (s. S. 88).

FormelmaBig: | _ 1 + 1 - 1 + 1
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Ausgewahlte Paradoxien der Wahrscheinlichkeit

e Das bekannteste aller Wahrscheinlichkeitsparadoxien ist
das ,Petersburger Problem*, das Daniel Bernoulli 1730/31
behandelte.

e GefilhlsmaBig hélt man die Wahrscheinlichkeit fiir gering,
dass zwei von 24 wahllos ausgesuchten Personen am
selben Tag Geburtstag haben. Tatséchlich liegt die Wahr-
scheinlichkeit bei 54 %.

e Simon Newcomb (1835 - 1909) fiel auf, dass die vorderen
Seiten einer Logarithmentafel stérker abgegriffen waren
als die hinteren. Frank Benford untersuchte, ob Zahlen
hdufiger mit der Ziffer 1 beginnen. Er verdffentlichte 1938
sein Gesetz der Zahlen-Anomalie (The Law of Anomalous
Numbers). Es lautet: (i) = log (%} Der Wert f steht fiir
die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zahl mit einer bestim-
mten Ziffer beginnt. Der Kleinbuchstabe i steht fiir die Zif-
fern 1 bis 9. Danach belduft sich die Wahrscheinlichkeit,
dass die erste Ziffer einer Zahl eine Eins ist, auf 30,1%
und nicht auf 1/9 wie man das normalerweise erwarten
wiirde. Entsprechend gilt fiir die Ziffer 9 die Wahrschein-
lichkeit 4,6 %.

post hoc, ergo propter hoc

Nach Brockhaus: [lat. ,danach, also deshalb“], Formel fir
den Fehlschluss, der von der zeitlichen Aufeinanderfolge ohne
weiteres auf Verursachung schlieft.

Ein beliebtes Beispiel dafiir: Taglich beobachtet man den
Wechsel von Tag und Nacht. Glaubt jemand, dass die Nacht
die Ursache des Tages sei und der Tag die Ursache fiir die
Nacht, so wiirde er ,post hoc, ergo propter hoc* schlieBen.
Tatsachlich wird der Wechsel von Tag und Nacht durch die Ro-
tation der Erde um ihre eigene Achse verursacht.

Zwischen 9 und 11 - eine unterhaltsame Frage
Nachfolgend sei eine von C. Stanley Ogilvy in seinem Buch
Mathematische Leckerbissen (Ubers. von Dr. Eberhard Bub-
ser, Braunschweig 1969) gestellte Frage wiedergegeben, mit
der er darauf aufmerksam machen wollte, welche Prdzision
des Denkens und des Ausdrucks erforderlich ist, wo es sich
um Durchschnittswerte, Wahrscheinlichkeiten und Erwar-
tungswerte handelt.

,Welchen Wert darf man am ehesten fiir x erwarten, wenn man
nichts weiter weiB, als dass x zwischen 9 und 11 liegt? Oder,
falls diese Formulierung einfach als zu vage empfunden wird:
angenommen, man wird gezwungen, den Wert von x zu erra-
ten und muss fiir jedes Prozent Irrtum eine Geldstrafe zahlen.

Bei welcher Schatzung fallt die groBte mdgliche Strafe am klein-
sten aus? Auf den ersten Blick wiirde man vielleicht auf 10 set-
zen, weil dabei der Fehler nach beiden Seiten nicht groBer als 1
werden kann. Aber 9,9 wére eine bessere Schatzung, weil der
Fehler dann 10% des wahren Wertes nicht iiberschreiten kann;
wahrend bei der Schétzung 10 der Fehler groBer als 11% wird,
wenn der wahre Wert dicht bei 9 liegt.

Man kann das Problem algebraisch I6sen, wenn man x so
wahlt, dass der maximale Fehler nach beiden Seiten gleich

wird: X-9 _11-x

9 1

Beobachten wir nun, was geschieht, wenn wir den zuldssigen
Bereich erweitern! Angenommen, wir wissen von x nur, dass
es zwischen 1 und 100 liegt. Das gleiche Verfahren, das wir
eben angewandt haben, fiihrt auf ein x, das dicht bei 2 liegt
(genau 1,98). Und das ist die richtige Antwort; der maxima-
le Fehler nach beiden Seiten betrédgt jetzt fast 100 %. Dadurch
kommen einem Zweifel, ob die angemessenste Interpretation
des ,am ehesten zu erwartenden Wertes’ wirklich in jedem
Falle das Minimum des gréBten méglichen Fehlers ist. Nur we-
nige Menschen diirften 2 fiir eine plausible Schétzung einer
Zahl zwischen 1 und 100 halten. In Wirklichkeit gibt es natiir-
lich keinen ,am ehesten zu erwartenden Wert’. Solange wir
keine weiteren Daten haben, bleibt eine Zahl so gut wie die an-
dere; alle sind gleichwahrscheinlich.*

Das Spiel mit dem Zufall

Man glaubt, dass jeder weiB, was Zufall ist, aber dennoch
féllt es schwer ihn zu definieren. Zufallsereignisse bestim-
men unser tdgliches Leben. Man unterscheidet sichere, un-
mdgliche und zufallige Ereignisse. Ein sicheres Ereignis liegt
vor, wenn unter bestimmten Bedingungen ein Ereignis immer
eintritt. Kann ein Ereignis nie auftreten, so ist es ein unmdg-
liches Ereignis. Besteht schlieBllich die Maglichkeit des Auftre-
tens oder des Nichtauftretens, so wird es als zufélliges Ereig-
nis bezeichnet.

Die vom Siemens-Museum herausgegebene Schrift Schén-
heit der Mathematik [Eine Sonderausstellung des Siemens-
Museums 1990] beinhaltet u.a. einen Beitrag (mit Bild) unter
dem Titel Das Spiel mit dem Zufall (Wahrscheinlichkeitsrech-
nung), dem das Folgende entnommen wurde:

,Ein GroBteil der Wahrscheinlichkeitsrechnung beschéftigt
sich mit Fragen, die sich aus dem Zusammenwirken von Ge-
setz und Zufall ergeben. Ein Beispiel hierfiir sind etwa Vertei-
lungen mit Schwerpunkten. Eindrucksvoll sind auch Versuche,
aus der Gleichverteilung kleinere Bereiche herauszuvergro-
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Bern und die GesetzmaBigkeiten der sich hieraus ergebenden Tabelle der Binomialkoeffizienten (Berechnung des Verfassers)
Strukturen zu untersuchen.* n | n!

2 2
Wesentlich oder zufllig? 2 2"4
Oft wird bei statistischen Tests die Frage gestellt, ob die aufge- 5 120

6

7

8

tretenen Abweichungen zufélliger oder wesentlicher Natur sind. 5702400

Haufig lasst sich eine Antwort mit den angebotenen Priifver- 5 346023;2?0
fahren finden. 10 3628800
11 39916800
12 479001600
Zwei wichtige Testverfahren sind der sog. Chi-Quadrat-Test 13 6227020800
. ; . . 14 87178291200
(x2-Test) fiir diskrete und auch fir stetige Verteilungen und der 15 1307674368000
Kolmogorov-Smirnow-Test fiir stetige Verteilungen. Sie zéh- 16 2092278988000
. o _ _ 17 355687428096000
len zu den verteilungsunabhdngigen Tests. Die x2-Verteilung 18 6402373705728000
. . . . . L 19 121645100408832000
ist eine sehr vielseitig anwendbare Verteilung der statistischen 20 2432902008 176640000
Theorie. Sie dient hauptséchlich zur Priifung der Ubereinstim- 21 31090942171709440000
. . . 22 1124000727777607680000
mung zwischen beobachteten und theoretischen Verteilungen 23 25852016738884976640000
. SRS, : 24 620448401733239439360000
und zur Priifung der Ubereinstimmung zwischen beobachteten 5 15511210043330985984000000
und theoretischen Streuungen. 26 403291461126605635584000000
27 108888694504 18352160768000000
28 304888344611713860501504000000
Die Chi-Quadrat-Verteilung wurde von Friedrich Robert Hel- 29 8841761993739701954543616000000
] ) ) ) 30 265252859812191058636308480000000
mert (1843 - 1917) im Jahr 1876 abgeleitet, geriet aber in 31 8222838654177922817725562880000000
. 2 263130836933693530167218012160000000
Vergessenheit. Karl Pearson (1857 - 1936) entdeckte 1900 3 8683317618811886495518194401280000000
die)*-Verteilung wieder und entwickelte den (*-Anpassungs- 34 295232799039604140847618609643520000000
o o ) o i 35 10333147966386144929666651337523200000000
test. Mit dieser PriifgroBe lasst sich zum Beispiel an Hand ei- 36 371993326789901217467999448150835200000000
. - . - . . 37 13763753091226345046315979581580902000000000
ner Serie von Wiirfen testen, ob ein Wiirfel manipuliert wurde. 38 $23022617466601 1117600072241 00074050000000000
Weitere Beispiele sind: Ist die Verteilung der Nachkommastel- 39 20397882081197443358640281739902886000000000000
. X . . 40 815915283247897734345611269596115290000000000000
len der Zahl Pi (rr) wesentlich oder zufallig? Schwanken die 41 33452526613163807108170062053440692000000000000000
Geburtenzahlen in den 12 Monaten eines Jahres nur zufalls- 42 1405006117752879898543142606244508600000000000000000
43 60415263063373835637355132068513858000000000000000000
bedingt oder signifikant? Man teste die Hypothese, dass ei- 44 2658271574788448768043625811014608500000000000000000000
45 119622220865480194561963161495657350000000000000000000000

ne Stichprobe einer normalverteilten Grundgesamtheit ent-

stammt. Zuletzt sei die Mendel’sche Theorie als Beispiel fiir Anm.: n sei eine natiirliche Zahl, also eine der Zahlen 1, 2, 3, ..., dann ist
diesen Test genannt. n-Fakultdt, geschrieben n!, das Produkt 1 *2 *3 * ... *n, zum Bei-

spiel 3l =1*2 *3 =6.
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Historischer Abriss ausgewanlter

Rechentechniken

Voraussetzung fiir eine angemessene Bewertung von Leibrenten war eine fortgeschrittene Mathe-
matik. In der Lebensversicherung, die sich aus dem mittelalterlichen Leibrentengeschéft entwickel-
te, hat die Mathematik schon immer eine wichtige Rolle gespielt. So bemerkte Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646 - 1716) im Rahmen seiner Zinseszinsrechnungen: ,Flir hohere Potenzen werden wir
Logarithmen zur Anwendung bringen, ...“ (Leibniz 2000, S. 201). Die historische Entwicklung be-
stimmter Rechentechniken soll dieser Beitrag in gedrangter Form aufzeigen. Eigens behandelt wird
der historische Verlauf der Rechenmaschinen (s. Seite 121). Abgeschlossen wird dieser Beitrag
mit einem kurzen Streifzug in die Ausgleichsrechnung, wobei den Spline-Funktionen eine beson-

dere Beachtung zukommt.

Streifzug in die Geschichte des Zahlenrechnens

Im Abendland machte die Technik des Zahlenrechnens einen
Fortschritt mit der Anwendung des heutzutage benutzten dezi-
malen Positions- oder Stellenwertsystems. Es geht auf die In-
der zuriick und kam (Gber die Araber nach Europa (liber Spa-
nien und Italien).

Die negativen Zahlen fassten in Europa deshalb spéat FuB, weil
die Araber — die Briicke zwischen Indien und Europa — sie ab-
lehnten. Eine Anerkennung fanden die negativen Zahlen im 16.
Jahrhundert durch Michael Stifel und Simon Stevin. Aber erst
1867 wurden die ganzen Zahlen endgiiltig in die Mathematik
durch Hermann Hankel (1839 - 1873) eingebunden. Dem Dio-
nysius Exiguus kann man nicht vorwerfen, dass er im 6. Jahr-
hundert bei seiner Zeitrechnung die Null nicht beriicksichtigt
hatte, weil sie damals in Europa noch unbekannt war. Heute
sind jedermann die rechtwinkligen oder kartesischen Koordi-
naten vertraut. Nur weil die beiden Achsen mit Null beginnen,
wurde diese Entdeckung ein Erfolg. Der Verfasser des ersten
gedruckten Werkes tiber Dezimalbriiche in Europa (1585) ist
Simon Stevin.

Wahrend im 16. Jahrhundert das Erlernen der Bruchrechnung
nur an den Hohen Schulen in Italien mdglich war, findet man
bei dem deutschen Theologen und Mathematiker Michael Sti-
fel (1487 - 1567) schon das numerische Radizieren bis zur 7.
Wurzel; heute benutzt man dazu Logarithmen.

Sternwarten waren neben den Kldstern und Domschulen Stét-
ten des Wissens. Die rechnerische Bearbeitung der Proporti-
onen und der Kalkiil des Dreisatzes erfolgten in Europa vom
15. bis zum 16. Jahrhundert, vor allem im Zusammenhang mit
dem kaufmannischen Rechnen. Sie waren hauptséchlich Lehr-
gegenstand der Rechenmeister und Cossisten. In Deutschland
ist vor allem Adam Ries(e) (1492 - 1559) bekannt geworden.
Die neuzeitliche Mathematik (etwa ab 1500) wurde bei ihrer
Entfaltung wesentlich von auBen her angeregt.

Durch gestiegene Anspriiche an die Rechenverfahren fand die
Prosthaphaerese Eingang in die Praxis. Dieses System wurde
durch das Rechnen mit Logarithmen verdréngt.

Die Schaffung der Logarithmen, die aus praktischen Griinden
entstanden, war eine herausragende Erfindung des christli-
chen Abendlands. Die Zahl e, die Basis der natiirlichen Log-
arithmen, beeinflusste nicht nur die Zinseszins-, Renten- und
die Wahrscheinlichkeitsrechnung. Diese Zahl findet sich auch
im Gompertz'schen Gesetz, das dem Verlauf der Sterblichkeit
im hohen Alter ndherungsweise entspricht. Der Nutzen dieser
besonderen Zahl zeigte sich zum Beispiel bei der Losung des
beriihmten Problems der hdngenden Kette oder beim Problem
der vertauschten Briefe. Hilfreich konnte sie beim immer wie-
der diskutierten Thema Steuertarif sein. Diese merkwiirdige
Zahl ist in der gesamten Mathematik sehr wichtig. Wahrend
die Geschichte der Zahl 7 (Pi) weit in die Vergangenheit zu-
rickreicht, ist die Zahl e noch relativ ,jung*“.
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Eine besondere Entdeckung war die Relation e = -1 (heutige
Schreibweise), die fiinf BasisgroBen der Mathematik (e, i, 7, 0
und 1) miteinander verbindet. Diese Formel geht auf Leonhard
Euler (1707 - 1783) zuriick, der sie allerdings in einer anderen
Form darstellte. Zuerst wurde diese Formel 1714 in logarith-
mierter Form von Roger Cotes (1682 - 1716) verdffentlicht.
Es ist erwdhnenswert, dass bei der unendlichen Menge der
reellen Zahlen nur ganz wenige Einheiten auf dem Zahlenstrahl
geniigen, um die wichtigsten Zahlen der Mathematik darzu-
stellen (0, 1,42 =1,4 [die Ldnge der Diagonalen in einem
Quadrat der Seitenlénge 1']), der ,Goldene Schnitt“ = 1,618,
die Zahl e = 2,718 und Pi (m) = 3,14.

,Die ersten bekannten Rechenmethodiker, die Zahlenbilder im
Rechenunterricht verwendeten, waren Basedow? und Busse.*
(Willi Schon in seiner Schrift Das Schaubild: Eine Systema-
lik der Darstellungsmadglichkeiten). Auf die genannten folgten
dann im Laufe des 19. und 20. Jahrhunderts ungezéhite ,Er-
finder” von ,neuen” Zahlbildern, wie Schén weiter ausfiihrte.

Mathema - das Gelernte: Lehre, Wissenschaft.

Dass sich der Mensch schon immer Gedanken iiber seine
Umwelt machte, zeigt sich deutlich auf dem Gebiet der Astro-
nomie. ,Feststeht, dass in Babylonien von 750 bis 50 vor Chr.
— vielleicht sogar bis ins erste Jahrhundert nach Chr. — sys-
tematisch Astronomie getrieben und dabei eine Fiille von Be-
obachtungsdaten aufgezeichnet wurde.“, vgl. F. Richard Ste-
phenson: Historische Finsternisse — eine astronomische
Fundgrube. In: ,Spektrum der Wissenschaft” 12/1982.

Zu einem neuen Welthild sei festgehalten: Nikolaus Koperni-
kus (1473 - 1543) hatte gelehrt, dass die Planeten um die
Sonne wandern. Johannes Kepler (1571 - 1630) zeigte, wie
sie dies tun. Isaac Newton (1643 - 1727) gab dem Werk den
letzten Schliff, indem er erkldrte, warum alles so und nicht
anders sein konne, durch sein Gravitationsgesetz. Giordano
Bruno (1548 - 1600) verkiindete 1584 die raumliche Unbe-
grenztheit des Weltalls.

Mit dem Lauf der Gestirne beschéftigte sich schon im 4. Jahr-
hundert vor Christus Herakleides Pontikos, Schiiler Platons.
Ihm war die tdgliche Achsendrehung der Erde bekannt und er
soll schon das heliozentrische System gelehrt haben. Aristar-
chos von Samos, der im dritten Jahrhundert vor Christus
lebte, verfocht das heliozentrische Weltbild. In der Schrift na-
turales questiones (VI 2,3) von Seneca (gest. 65) ist zu lesen:
,ES wird auch gut sein, das zu erforschen, um zu wissen, ob

sich der Himmel um die feststehende Erde dreht oder die Erde
sich dreht und der Himmel feststeht.*

Die Geschichte mit dem fallendem Apfel brachte Carl F. GauB
durch seinen erheiternden Kommentar auf den Punkt: ,Die Ge-
schichte mit dem Apfel ist zu einféltig, ob der Apfel fiel oder es
bleiben lieB, wie kann man glauben, dass dadurch eine solche
Entdeckung verzdgert oder beschleunigt ware, aber die Bege-
benheit ist gewiss folgende. Es kam ein Mal zu dem Newton
irgendein dummer, zudringlicher Mensch, der ihn befragte, wie
er zu seinen groBen Entdeckungen gekommen sei. Da aber
Newton sich iiberzeugte, was fiir ein Geisteskind er vor sich
habe, und er den Menschen los sein wollte, habe er geantwor-
tet, es sei ihm ein Apfel auf die Nase gefallen, was auch je-
nem, der befriedigt von dannen ging, vollkommen einleuchte-
te.“ (zitiert nach W. Sartorius von Waltershausen).?

~Mathematik und Logik sind wohl die einzigen wirklichen
,Geisteswissenschaften’, und ohne sie wdren die exakten Na-
turwissenschaften kaum denkbar.“ So driickte es der Nobel-
preistrager fir Physik 1989, Wolfgang Paul, in einem Interview
aus; vgl. SZ vom 17./18. Mérz 1990.

Carl Friedrich GauB (1777 - 1855) hielt die Mathematik, um
seine eigenen Worte zu gebrauchen, fiir die Konigin der Wis-
senschaften und die Arithmetik fiir die Konigin der Mathema-
tik. Diese lasse sich dann o6fter herab, der Astronomie und an-
deren Naturwissenschaften einen Dienst zu erweisen, doch
gebiihre ihr unter allen Verhaltnissen der erste Rang. W. Sar-
torius von Waltershausen libermittelte uns diese Aussage von
GauB, dem ,Meister der drei groBen A" Arithmetik, Algebra
und Analysis.

Das griechische Wort mathema (t0 péénuo) bedeutet ,das
Gelernte: Lehre; Wissenschaft®.

Der bedeutende englische Philosoph Bertrand Russel (1872
- 1970) hat in einem Rundfunkvortrag einmal die Frage auf-
geworfen, was der wesentliche Beitrag Europas zur geisti-
gen Entwicklung der Menschheit sei. Russel beantwortete
die selbst gestellte Frage wie folgt: ,Religion gibt es uberall,

1 Oder die Lénge der Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck, dessen Ka-
theten jeweils die Lange 1 aufweisen.

2 Vermutlich der Erzieher Johannes Bernhard Basedow (1723 - 1790), der
zusammen mit anderen den Philanthropismus vertrat.

3 GauB nannte den englischen Forscher ,Summus Newton®. Diesen Beinamen
gab GauB auch Leonhard Euler.
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nicht nur in Europa, Kunst und Kultur gibt es tiberall, nicht nur
in Europa. Es ist die Idee der Wissenschaft, die Europa der
Welt gebracht hat. Platon und Aristoteles sind es gewesen,
die die Idee der Wissenschaft als Wissenschaft entwickelt ha-
ben, und es ist ohne Zweifel Sokrates gewesen, der mit sei-
nen bis dahin unerhdrten Fragen nach dem was ist dies?*
und mit seinem bis dahin unerhorten Forschen nach der lo-
gischen Begriindung jeder Aussage diesen Weg eroffnet hat.”
(siehe den Beitrag Die Idee der Wissenschaft: Das Erbe der
Griechen in Europa und der Tiirkei von Prof. Dr. Hartmut We-
dekind in der FA.Z. vom 19.4.2003).

Cicero &uBert sich in seiner Schrift Tusculanae disputationes
(Gesprédche in Tusculum) so: ,Griechenland dbertraf uns an
Gelehrsamkeit und jeder Art von Literatur;” (1 1,3).

An anderer Stelle beurteilt Cicero die Griechen wie folgt: ,In
hochstem Ansehen stand bei ihnen [Griechen] die Geometrie;
deshalb gab es nichts Erlauchteres als Mathematiker; wir hin-
gegen haben das MaB dieser Kunst auf den Nutzen, den wir
beim Messen und Rechnen von ihr haben, beschrankt.”, vgl.
Tusc. disp.12,5.

Cicero entdeckte bei seinem Aufenthalt in Sizilien im Jahr 75 v.
Chr. das in Vergessenheit geratene Grab des Archimedes (287
- 212 v. Chr.), dem bedeutendsten Mathematiker des Altertums.
Hierzu schreibt Cicero u.a.: ,Als Qudstor habe ich sein Grab,
das die Syrakusaner nicht kannten und das, wie sie behaupte-
ten, diberhaupt nicht mehr existiere, aufgespirt;” ,So hatte die
edelste und einst auch die gelehrteste Stadt Griechenlands das
Grabmahl ihres einzig scharfsinnigen Mitbtirgers nicht gekannt,
wenn sie es nicht von einem Mann aus Arpinum [Ciceros Ge-
burtsort] erfahren hétte.”; vgl. Tusc. disp. V 64 und 66.

In seinem Dialog De oratore (Uber den Redner, | 10) schreibt
Cicero: ,Wer wiisste nicht, wie dunkel das Gebiet der Mathe-
matiker ist, wie entlegen, kompliziert und heikel die Wissen-
schaft, mit der sie sich beschaftigen?”

Nicht fehlen soll hier eine AuBerung von Carl Friedrich GauB,
die wir W. Sartorius von Waltershausen verdanken: ,Gauf3 hat
sich ofter gegen uns geduBert, dass Archimedes der Mann
des Altertums gewesen sei, den er am hdchsten schétze, er
denke sich ihn als einen durchaus edel aussehenden wiirdi-
gen Greis, nur kénne er ihm nicht verzeihen, dass er bei seiner
Sandrechnung das decadische Zahlensystem nicht gefunden
habe. ,Wie konnte er das iibersehen, sagte er bewegt, ,und

auf welcher Hohe wiirde sich jetzt die Wissenschaft befinden,
wenn Archimedes jene Entdeckung gemacht hatte.”

Der Mathematikhistoriker Florian Cajori (1859 - 1930) hielt
drei Erfindungen ausschlaggebend fiir die wunderbaren Kréf-
te des modernen Rechnens: die arabische [indisch-arabische]
Schreibweise, die Dezimalbriiche und die Logarithmen.

Dixit algorizmi

Der Mathematiker Mohammed Ibn Musa al-Chwarizmi (gest.
etwa im Jahr 840) trug wesentlich zur Verbreitung der neuen
indischen Ziffern und der neuen Rechenmethoden bei. Am be-
kanntesten ist sein ,kitab al-dschabr wal-muqgabala“=liber al-
gebr et almucabalah, vgl. Vogel, Kurt: Mohammed Ibn Musa
Alchwarizmi’s Algorismus: Das friiheste Lehrbuch zum Rech-
nen mit indischen Ziffern / Nach der einzigen (lateinischen)
Handschrift (Cambridge Un. Lib. Ms. Ii. 6. 5.) in Faksimile mit
Transkription und Kommentar herausgegeben von Kurt Vogel.
Aalen 1963. Der Text der Cambridger Abschrift beginnt mit
,Dixit algorizmi*.

Al-Chwarizmi lebte am Hof des Abbasidenkalifen al-Mamun
(813 - 833). Dieser grindete 830 in Bagdad das ,Haus der
Weisheit“, um wissenschaftliche Werke aus dem Griechischen
ins Arabische Ubersetzen zu lassen. Al-Mamun war der Sohn
von Harun al-Raschid, der prachtige Bauten schuf und Wis-
senschaft und Kunst forderte; er wird iibrigens in ,Tausend-
undeine Nacht“ genannt.

Im 9. Jahrhundert entstand eine arabische Ausgabe des Eu-
klid. Im Jahr 1482 erschienen die Elemente Euklids zum er-
sten Mal in der venetianischen Filiale des Augsburger Dru-
ckers Erhard Ratdolt. Sie sind nach der Bibel das Buch mit
den meisten Auflagen.

Ein Mathematiker auf dem Stuhl Petri

Leibniz bemerkt in seiner Explication de LAritmétique Binaire
(Erkldrung der bindren Arithmetik) aus dem Jahr 1703, S.
89: ,Europa verdankt die Einfiihrung dieser Arithmetik wahr-
scheinlich Gerbert, der unter dem Namen Sylvester II. Papst
wurde und der sie von den Mauren Spaniens ibernahm.“ (In
das Deutsche tbertragen von Dr. Rudolf Soellner, Miinchen);
vgl. Herrn von Leibniz’ Rechnung mit Null und Eins / Siemens
AG. Berlin, Miinchen 1966.

Gerbert von Aurillac war ein brillanter Gelehrter und Neuerer, der
arabische Wissenschaften kennengelernt hatte. Seine Kennt-
nisse auf dem Gebiet der Naturwissenschaft und Mathematik
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brachten ihm den Ruf des Zauberers ein. Der von Otto IIl. 999
zum Papst ernannte Gerbert verstarb 1003. Die europdischen
Rechner benutzten den Abakus des Gerbert und seiner Schi-
ler — ein Abakus eines neuen Typs (neun indisch-arabische Zif-
fern ohne die dazugehdrige Null), vgl. Georges Ifrah.

Der Stauferkaiser Friedrich II.

Friedrich II. (1194 - 1250) schuf in seinem sizilianischen Erb-
reich den ersten modernen Beamtenstaat. In Palermo hielt der
Stauferkaiser seinen gldnzenden Hof. Der Kaiser, ein Forderer
der Wirtschaft und Kultur, griindete 1224 in Neapel eine Uni-
versitdt. Der hoch gebildete Kaiser beschéftigte sich auch mit
antiker und arabischer Philosophie und Naturlehre. Der Hof zu
Palermo galt damals als Zentrum des Geisteslebens. Friedrich
Il. suchte den Ausgleich und den geistigen Austausch mit der
arabisch-islamischen Welt. Mit seinem Tod (1250) brach die
Staufermacht zusammen.

Am Rande sei erwdhnt, dass dessen GroBvater Friedrich I.
(Barbarossa) 1180 Pfalzgraf Otto von Wittelsbach das Her-
zogsschwert (iberreichte. Damit nahm die mehr als 700-jah-
rige Herrschaft der Wittelsbacher iiber Bayern (bis 1918) ih-
ren Anfang. Unter Herzog Ludwig I. (reg. 1183 - 1231) wurde
das bayerische Territorium im Norden und Osten weiter aus-
gebaut. Als dessen Sohn Otto II. im Jahr 1253 starb, war Bay-
ern das groBte Territorialherzogtum im Deutschen Reich.

Bible moralisée: Der Weltenschopfer

An dieser Stelle soll die Rede von einer der préachtigsten go-
tischen Handschriften sein, ndmlich der Bible moralisée, die
im 13. Jahrhundert angefertigt wurde. In Glanzlichter der
Buchkunst (Band 2) heiBit es hierzu:

“Von den vielen Miniaturen der Bible moralisée Cod. 2554 der
Osterreichischen Nationalbibliothek in Wien (ONB) ist eine ein-
zige wirklich berihmt geworden: die einleitende, ganzseitige
Darstellung des Weltenschdpfers (1 = fol. Iv).“, siehe Abbil-
dung 1. ,In einem Bild ist hier die Erschaffung von Himmel,
Erde, Sonne, Mond und allen Elementen — so die Beschrif-
tung — zusammengefasst, und die Darstellung des ausschrei-
tenden Schopfergottes, der den Kosmos gleichsam vor sich
herrollt, sich dber ihn beugt und ihn mit dem Zirkel messend
formt, hat nicht nur wegen ihrer Eindruckskraft die Aufmerk-
samkeit auf sich gezogen, sondern auch, weil sie wie kaum
ein anderes Bild die Bedeutung des Messens und der Propor-
tion im hohen Mittelalter zu veranschaulichen hilft. Entstanden
ungefahr gleichzeitig wie die groBen hochgotischen Kathe-
dralen der lle-de-France und im gleichen nordfranzdsischen
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Abb. 1
Die fraktale Geometrie der Natur. Basel 1987.

Bereich, schien die Miniatur jene Anschauungen zu erhellen,
von denen die gotische Kathedrale geprédgt wurde. *Gott als
Architekt des Universums®, so lautete die Bildunterschrift, als
die Miniatur in einem Werk iiber die gotische Kathedrale ab-
gebildet wurde.”

Das besprochene Motiv aus Bible moralisée nahm Mandel-
brot in sein Buch Die fraktale Geometrie der Natur auf. Fir
ihn liefert sie ein Beispiel daftir, dass schon in alten Kunst-
werken die fraktale Geometrie eine Rolle spielte. Mandelbrot
nennt noch zwei weitere Beispiele: Die Sintflut von Leonardo
da Vinci (1452 - 1519) und Die Woge von Katsushika Hoku-
sai (1760 - 1849). Die sog. Fraktale fanden erst im 20. Jahr-
hundert Eingang in die Forschung. Den Begriff , Fraktal“ pragte
Benoit Mandelbrot (geb. 1924) nach dem lateinischen Verb
Jrangere“ (brechen) und er begrindete in den 70er Jahren
des 20. Jahrhunderts die fraktale Geometrie als mathema-
tisches Forschungsgebiet (Theorie komplexer geometrischer
Formen, die mit den euklidischen Methoden nicht zu analy-
sieren und zu klassifizieren sind). Ein bekanntes Beispiel fiir
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ein Fraktal ist die Mandelbrot-Menge (,Apfelmannchen®). Auf
Fraktale trifft man (iberall in der Natur.

Erste abendlandische Algorithmiker zu Beginn des

13. Jahrhunderts: Fibanoacci und Sacrobosco

Der dlteste abendlandische Algorithmiker ist Leonardo von Pi-
sa (geb. etwa 1180, gest. nach 1240), genannt Fibonacci. Um
das Jahr 1202 erschien seine bedeutende Einfiihrung in die
neue Zahlenrechnung mit zahlentheoretischen Beitrdgen un-
ter dem Titel Liber abbaci [Zu verstehen als ,Buch der Re-
chenkunst®]. Eine groBere Verbreitung erlangte sein zweites
Buch, das 1228 verdffentlicht wurde. Er disputierte am Hofe
Kaiser Friedrichs Il. iber mathematische Themen. Ein finan-
zielles Problem hielt er fiir Idsbar, wenn der Begriff Schulden
akzeptiert wird. Dennoch dauerte es noch Jahrhunderte bis
sich negative Zahlen durchgesetzt haben.

Das erste Kapitel dieser Schrift beginnt mit: ,Novem figure indo-
rumhe sunt9 87 654 321. Cum his itaque novem figuris,
et cum hoc signo 0, quod arabice cephirum appelatur, scribi-
tur quilibet numerus...“ (Die neun Figuren der Inder sind die-
se: 9,8,7,6,5,4,3,2,1. Mit diesen neun Figuren und mit diesem
Zeichen 0, was arabisch cephirum heiBt, wird jede beliebige
Zahl geschrieben). Erinnert sei an das Wort figure im Eng-
lischen, das auch Ziffer bedeutet.

Das erste weit verbreitete Universitdtslehrbuch tber die Darstel-
lung der Zahlen in indischen Ziffern und das Rechnen mit ih-
nen war Algorismus vulgaris von Johannes de Sacrobosco, der
um 1236 in Paris verstarb; vgl. Gericke, Helmuth: Mathematik
im Abendland. In seinem Werk Tractatus de sphaera diskutierte
Sacrobosco Uber die Gestalt der Welt. So sagt Sacrobosco (zi-
tiert nach Helmuth Gericke): ,Dass der Himmel rund ist, hat ei-
nen dreifachen Grund: Ahnlichkeit (similitudo), ZweckméBigkeit
(commoditas) und Notwendigkeit (necessitas).

Aliméhliche Verbreitung der neuen Ziffern

Die neun Figuren der Inder (die Ziffern von 1 bis 9) und cephi-
rum (die Null) haben sich in Europa nur langsam verbreitet.
Auf die neun Ziffern indischen Ursprungs trifft man in Europa
in einer spanischen Handschrift aus dem Jahr 976, dem Co-
dex Vigilanus. Bemerkenswert ist das Verbot der neuen Ziffern
im Jahr 1299 durch die Florentiner Wechslerzunft, die an den
romischen Zahlzeichen festhielt. Mancher behauptete, weil sie
der neuen Rechentechnik nicht méchtig war.

Das Hauptbuch der Firma Averado de Medici e Compagni vom
Jahr 1395 wurde in zwei Wéhrungen gefiihrt: die Pisaer fiori-

ni (fl.) sind in romischen Ziffern geschrieben, wahrend die Flo-
rentiner Wahrung in arabischen Ziffern [indisch-arabisch] aus-
gewiesen wird.

Das Ringen der Rechensysteme (auf den Linien und mit der
Feder) illustriert eindrucksvoll eine allegorische Darstellung
der Arithmetik aus dem Jahr 1503 in dem Werk Margarita phi-
losophica des Freiburger Kartdusers Gregor Reisch (1470 -
1525): Der Abakusrechner sitzt griesgrdmig beim Rechnen,
wahrend der Algorithmiker bereits fertig ist (s. S. 136).

Ein Verfahren der Fingerrechnung beschrieb im 7. Jahrhun-
dert Beda (um 673 bis 735), genannt Beda Venerabilis. Der
Titel seiner Schrift Abacus atque vetustissima veterum Latino-
rum per digitos manusque ... (Das Rechenbrett und der &lte-
ste Gebrauch der Lateiner mit Fingern und Hénden zu rechnen)
macht dieses Verfahren deutlich. Dieses Werk gab der bay-
erische Geschichtsschreiber Johannes Aventinus 1532 her-
aus.

Beda stellte in seiner Schrift De ratione temporum (Uber die
Berechnung der Zeit) ein Verfahren der Fingerrechnung zur Be-
stimmung des Osterfestes nach dem Julianischen Kalender
vor. Hierbei spielten u.a. der 28-jahrige Sonnenzyklus und der
19-jahrige Mondzyklus eine wesentliche Rolle.

SchlieBlich sei das Lateinische ,Tui digiti“ (deine Rechenfertig-
keit) und ,Supputat articulis“ (z&hlt an den Fingern ) erwdhnt.

Einen Einblick in die tagliche Praxis des Rechnens im alten
Rom vermitteln zum Beispiel das Testament des rémischen
Kaisers Augustus sowie die Verhéltnis-Angaben der damals
bekannten drei Weltteile. Die von Horaz stammende Szene
aus dem Schulunterricht wurde an anderer Stelle bereits ge-
schildert (s. S. 62).

Vom Testament des Augustus berichtete Sueton. ,Als ersten
Erben bestimmte er Tiberius mit der Hélfte und einem Sechs-
tel, Livia mit einem Drittel, die auch beide seinen Namen tra-
gen sollten. Als Erben zweiten Grades setzte er Drusus ein,
den Sohn des Tiberius, mit einem Drittel des noch verblei-
benden letzten Zwdlftels, und Germanicus und seine Séhne
mit den restlichen Teilen. (...)", vgl. Sueton, Augustus 101,2.
FormelmaBig: 1. Grad: 1/2 + 1/12 + 1/3 = 11/12 und
2. Grad: 1/36 + 2/36 = 1/12.

Bemerkenswert ist der Bericht von Plinius d. A. zu den damals
bekannten drei Erdteilen. ,dass Europa um etwas weniger als
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die Halfte Asiens groBer als Asien ist, um das Doppelte aber und
den sechsten Teil von Afrika groBer als Afrika. Z&hit man alle die-
se Werte zusammen, so wird véllig offenbar werden, dass Eu-
ropa den dritten und etwas mehr als den achten Teil der ganzen
Erde ausmacht, Asien aber den vierten und vierzehnten, Afrika
jedoch den fiinften und den sechzigsten.” (Nat. hist. 1. VI, 210).
In Zahlen ausgedriickt (heutige Schreibweise):

(1/3 +1/8) + (1/4 + 1/14) + (1/5 + 1/60) = 1 oder in Pro-
zent: 46 + 32 + 22.

Es ist erwdhnenswert, dass im ehemaligen Benediktinerklos-
ter Reichenbach am Regen bereits im 14. Jahrhundert die da-
mals noch ungewohnten indisch-arabischen Ziffern angewandt
wurden; vgl. Wolfgang Kaunzner, S. 26.

Uber das Rechnen mit dem Abakus

Simon Jakob (gest. 1564) schrieb tiber das Rechnen mit dem
Abakus (zit. n. Dédron / ltard 1959, 286):

,Es trifft zu, dass er bei Rechnungen im Haushalt von einigem
Vorteil erscheint, wo man oft summieren, abziehen und hin-
zufiigen muss, aber in der hohen Kunst des Rechnens ist er
sehr oft hinderlich. Ich behaupte nicht, dass man auf den Li-
nien [des Abakus] diese Rechnungen nicht anstellen kann,
aber den Vorteil, den ein freier Wanderer ohne Lasten gegen-
iiber einem schwer bepackten hat, den hat auch die Rechnung
mit Zahlen gegeniiber der Rechnung mit Linien.; vgl. Ifrah,
Georges: Universalgeschichte der Zahlen. Frankfurt/Main;
New York 1991, S. 148.

Alfons X. veranlasste neue astronomische Tafeln

Ferdinand Ill. (1199 - 1252) erneuerte die von seinem Vater Al-
fons IX. 1218 gegriindete Universitdt Salamanca, die vom 13.
bis 16. Jahrhundert zu den vier bedeutendsten Universitaten
des Abendlandes zahlte. Sein Sohn Alfons X. (1226 - 1284), der
gelehrteste First des Mittelalters, forderte Dichtung, Gesetzes-
sammlung, Himmelskunde und Geschichtsschreibung. Alfons
X. wurde auch der Weise genannt und war Konig von Kasti-
lien und Leon (1252 - 1282). Als Enkel Philipps von Schwaben,
dem jiingsten Sohn von Kaiser Friedrich I. wurde er 1257 zum
deutschen Konig gewdhlt, kam aber nie nach Deutschland.

Als Alfons X. 1252 seinem Vater (Ferdinand Ill.) auf den Thron
folgte, wurden ihm die auf sein Betreiben hin erstellten astro-
nomischen Tafeln mit Angaben (iber die sichtbaren Bewe-
gungen der Sonne, des Mondes und der Planeten (ibergeben.
Diese nach ihm benannten ,Alfonsinischen Tafeln® dbertrafen

die Ptolemdischen aus dem 2. Jahrhundert deutlich und wa-
ren bis Kopernikus (1473 - 1543) in Gebrauch. Ihnen folgten
1551 die Prutenischen Tafeln, die 1627 durch die ,Rudolphi-
nischen Tafeln“ verdréngt wurden.

Der Astronom und Mathematiker Rudolf Wolf (1816 - 1893)
berichtete Details iber die von Alfons einberufene Kommis-
sion. Diese versammelte sich zu Toledo, das kurz zuvor die
Herrschaft der Araber abgeworfen hatte. Unter dem Présidi-
um des Juden Isaac Aben Said, genannt Hassan, gehorten der
Kommission fiinfzig arabische, jidische und christliche Ge-
lehrte an. Fir dieses Projekt soll Alfons X. die stattliche Anzahl
von 400 000 Goldstiicken zur Verfliigung gestellt haben.

Bei der Gregorianischen Kalenderreform berief man sich auf die
L»Alfonsinischen Berechnungen®. Aloisius Lilius nannte in sei-
nem Werk Compendium Novae rationis restituendi kalendari-
um (Kompendium einer neuen Methode zur Reform des Kalen-
ders) aus dem Jahr 1576 die Alfonsinischen Berechnungen (s.
S. 138). Dort nahm man auch Bezug auf ,Copernicus®, dessen
Lehren blieben bis zum Erlass der Indexkongregation vom Jahr
1616 kirchlicherseits unbeanstandet.

Paolo Dagomari (Paolo d’Abbaco)

Als ein ausgezeichneter Rechner galtim 14. Jahrhundert Paolo
Dagomari, man nannte ihn deshalb ,,Paolo dell’Abbaco” (gest.
1374). Nach Rudolf Wolf schuf er den ersten italienischen Ka-
lender. Von seinen mathematischen Werken seien genannt:
Trattato d’aritmetica und Una raccolta di tre libri d’Abbaco.
In der letztgenannten Schrift wird ein Multiplikationsverfahren
aufgezeigt, das indisch-arabischer Herkunft ist. Bei Georges
Ifrah findet sich hierfiir die Bezeichnung ,per gelosia“. Andere
nennen dieses Verfahren ,Die Blitzartige“. Dieses Multiplika-
tionsverfahren stellte Peter Apian in seiner Schrift Kauffmani3
Rechnung aus dem Jahr 1527 vor (siehe Abbildung 2).

Heinrich der Seefahrer

Prinz Heinrich der Seefahrer (1394 - 1460) errichtete in Sagres
eine Sternwarte und die erste Seefahrtschule der Welt. Durch
die von ihm veranlassten Entdeckungsfahrten an die westafri-
kanische Kiiste legte er den Grund zur Weltstellung Portugals
im 16. Jahrhundert. Mit dem 1494 geschlossenen Vertrag von
Tordesillas wurden die von Spanien und Portugal neu entdeck-
ten Gebiete abgegrenzt (Schiedsspruch von Papst Alexander
VL).
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Abb. 2 Aus: Apian, Peter: Eyn Newe unnd wolgegriindte underweysung aller
KauffmanB Rechnung ... . Nachdruck [der Ausgabe Ingolstadt 1527]. Buxheim
1995.

Nikolaus von Kues (Cusanus)

Auf der Schwelle zwischen dem Mittelalter und der Renais-
sance steht Nikolaus von Kues (Cusanus, 1401 - 1464). In den
Jahren 1445 - 1459 schrieb Cusanus* mehrere mathematische
Abhandlungen, deren Gegenstand hauptsachlich die Rektifi-
kation und Quadratur des Kreises war. Uber das Problem der
Quadratur des Kreises diskutierte er mit fihrenden Mathema-
tikern seiner Zeit, darunter Paolo del Pozzo Toscanelli (1397
- 1482). Der Florentiner Mathematiker und Astronom Tosca-
nelli beriet Brunelleschi beim Bau der Domkuppel von Florenz
(1418 - 1436). Filippo Brunelleschi (1377 - 1446) begriindete
mit dem von ihm geschaffenen Frithrenaissance-Stil die neuere
Baukunst in Florenz (u.a. Findelhaus, Domkuppel). Er gilt als der
Entdecker der Zentralperspektive fiir die Malerei.

Cusanus, der 1448 zum Kardinal ernannt wurde, erhielt von
Papst Nikolaus V. (reg. 1447 - 1455) um 1453 eine Uberset-
zung der Werke des Archimedes, die Jakob von Cremona auf
Veranlassung des Papstes angefertigt hatte, vgl. Helmuth Ge-
ricke: Mathematik im Abendland. Berlin ... 1990, S. 204. Ni-
kolaus V. war der erste Renaissance-Papst, Forderer des Hu-
manismus und Restaurator vieler Kirchen Roms.

Cusanus, der schon Vorschldge zur Kalenderverbesserung un-
terbreitete, interessierte sich auch fiir den Wissensreformer Rai-
mundus Lullus (1235 - 1316). Dieser lieB sich von den von den
Arabern eingefilhrten algebraischen Methoden zu seiner ,Ars
magna“ inspirieren. Ein Verfahren, durch schematische Anord-
nung der Begriffe iibersichtliche Erkenntnis und sichere Beweis-
fuhrung zu lehren (nach Brockhaus). Die ,Lullus’sche Kunst*
hat auf die folgenden Generationen von Mathematikern groBen
Einfluss ausgedibt.

Die Null und eine negative Zahl als Lésung einer
Rechenaufgabe

In der Einfiihrung in die mathematische Philosophie von
Bertrand Russell (1872 - 1970) heiBt es: ,Was die 0 betrifft,
so ist sie erst in neuester Zeit hinzugekommen. Die Griechen
und Rémer kannten eine solche Ziffer nicht.”

Nicolas Chuquet (gest. 1488) vermerkte, dass das Rechnen
mit 0 noch nicht selbstverstandlich ist. Er konstruierte 1484
eine Rechenaufgabe, bei der fiinf Losungen zu finden waren,
wobei sich eine Losung als negative Zahl entpuppte und fiir ei-
ne andere Losung galt die Null. Die Aufgabe lautete: ,Gesucht
sind finf Zahlen von der Art, dass sie zusammen ohne die ers-
te Zahl 120 ergeben, ohne die zweite 180, ohne die dritte 240,
ohne die vierte 300 und ohne die fiinfte 360“. Er summierte die
funf Zahlen und bildete einen Durchschnitt, wobei er aber als Di-
visor nicht 5 sondern 4 wahlte. Von diesem Ergebnis (1 200/ 4
= 300) subtrahierte er dann jeweils die oben genannten Zah-
len (siehe die folgende, verkiirzte Darstellung); vgl. Chuquet,
Nicolas: Renaissance mathematician.

300 - 120 180
300 - 180 = 120
300 - 240 = 60
300 - 300 = O
300 - 360 = -60

4 Das von Nikolaus von Kues 1447 gestiftete St.-Nikolaus-Hospital in Bern-
kastel-Kues besteht noch heute.
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Die Null, eine Erfindung der Inder, fand in Europa erst im 16.
Jahrhundert eine Anerkennung.

,N0S numerus sumus et fruges consumere nati“ (ep. | 2,27)
heiBt es beim rémischen Dichter Horaz (65 - 8 v. Chr.). Bern-
hard Kytzler und Durs Griinbein iibersetzen numerus mit Nul-
len anstelle ,,(bloBe) Nummern sind wir.

Italienische Schule

Die Anfdnge einer entwickelteren kaufmdnnischen Rechnung
gehen auf die Italiener zuriick. Viele Begriffe aus der Finanzwelt
sind noch heute gebrduchlich, wie zum Beispiel Giro, Disa-
gio, Lombardgeschéfte, Diskont, Saldo, Bankrott usw. Auch
die doppelte Buchfiihrung und der Wechsel (Tratte) sind ita-
lienischer Herkunft. Um 1500 galt Venedig als die Ausbil-
dungsstatte der siiddeutschen jungen Kaufleute. Der spétere
Hauptbuchhalter der Fugger, Matthdus Schwarz, war in sei-
ner Jugend nach Italien gekommen, um die Buchhaltung zu
erlernen.

Eine groBe Rolle spielten Proportionen in der darstellenden
und in der bildenden Kunst der Renaissance: Leonardo da Vin-
ci (1452 - 1519), Albrecht Diirer (1471 - 1528). Leonardo da
Vincis Erkenntnisse und Erfindungen auf naturwissenschaft-
lichem und technischem Gebiet sowie seine gestalterischen
Leistungen waren von groBer Bedeutung. Genannt sei sein
Proportionsschema der menschlichen Gestalt (,Der Nabel ist
der Mittelpunkt des Korpers®); siehe Abbildung 3.

Summa von Pacioli

In Venedig erschien im Jahr 1494 die ,Summa®, das grofte
Werk von Luca Pacioli (1445/50 - 1514). Der ausfiihrliche Ti-
tel lautet: Suma de Arithmetica Geometria Proportioni et Pro-
portionalita. Die Summa des Franziskanerménchs Pacioli ent-
halt neben der Abhandlung (ber die Buchhaltung auch einige
Abschnitte tiber kaufmannische Arithmetik, in denen u.a. auch
Aufgaben aus der Zins- und Diskontrechnung enthalten sind.

Erdglobus von Behaim

Um 1492 wurde der Erdglobus (,Erdapfel” genannt) entwickelt.
Seine Herstellung soll Martin Behaim (1459 - 1507) angeregt
haben. Die Entfernungsangaben auf diesem Globus waren sehr
ungenau. Nach Gotz Freiherr von Polnitz ist dieser Globus wahr-
scheinlich der friiheste, mindestens der dlteste erhaltene Glo-
bus der Welt.
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Abb. 3 Proportionsschema der menschlichen Gestalt nach Vitruv
von Leonardo da Vinci (1452 - 1519).

Das Volksrechenbuch von Adam Ries(e)

78 312 und 87 547: Mit diesen beiden ungewohnten Zahlen
begannen in Deutschland viele Generationen das schriftliche
Addieren zu lernen (s. Abb. 4). Die Regel dazu gab der aus
dem frankischen Staffelstein stammende Adam Ries(e) (1492
- 1559). Im Jahr 1522 vollendete er sein Werk Rechnung auff
der Linihen und Federn ... .

~KaufmannB Rechnung“ von Peter Apian (1527)

,Nach Adam Riese“ pflegt man zuweilen die Richtigkeit einer
Rechnung zu bekréftigen (eigentlich Adam Ries). Nicht so be-
rihmt scheint die 1527 erschienene ,Kauffman Rechnung®
(Eyn Newe unnd wolgegrindte underweysung aller Kauff-
manf3 Rechnung in drey Biichern ...) von Peter Apian (1501
- 1552) zu sein. Weite Kreise kannten seine 1524 herausge-
gebene Cosmographia. Seine in deutscher Sprache erschie-
nene KauffmanB Rechnung verdient in mehrfacher Hinsicht
Aufmerksamkeit (z.B. arithmetisches Dreieck, Wucherrech-
nung, Rossverkauf).

Apian schmiickte die Titelseite seiner ,Kauffman3 Rechnung®
mit einem arithmetischen Dreieck (bekannter als Pascal‘sches
Dreieck). Wie bereits im Passus Ein Blick in die Historie der
Wahrscheinlichkeitsrechnung (s. S. 79) erwahnt wurde, war
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An dieser Stelle ist ein Werk von Michael Stifel (1487 - 1567)
zu nennen, das 1546 in Niirnberg erschien: Rechenbuch von
der Welschen und Deutschen Practick, auff allerley vorteyl
und behendigkeit ... zu machen.

Forderung der deutschen Sprache
Die neuhochdeutsche Sprache hat Martin Luther durch seine
Ubersetzung der Bibel und mit seinen deutschen Schriften stark

ander bebalt 7darnach [immirsufamenn die
andern figurngib dargu das bu bebalten paft
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Abb. 4 Aus: Das 2. Rechenbuch von Adam Ries. Nachdruck der Erstaus-
gabe Erfurt 1522. Von Stefan Deschauer. Miinchen 1991.

das die erste Darstellung der Binomialkoeffizienten im christ-
lichen Abendland. Seine Zinseszinsaufgaben wies Apian unter
Wucher aus. Beim Rossverkauf zeigt Peter Apian eine geome-
trische Progression (s. Abb. 6).

Die genannte Schrift von Apian wurde zu dessen Lebzeit noch
viermal aufgelegt. Bei der fiinften Auflage von 1544 zeigt das Ti-
telbild eine Gegeniiberstellung der beiden Rechenverfahren ,auf
den Linien“ und ,mit der Feder*. Anl&Blich des 500. Geburtstags
von Peter Apian erschien 1995 die ,Kaufmannf3 Rechnung“ als
Faksimile. Peter Apian leistete so auch einen Beitrag zur Entwick-
lung der deutschen Sprache.

Der aus Sachsen eingewanderte Peter Apian (eigentlich Bie-
newitz) unterrichtete an der 1472 gegriindeten Universitét In-
golstadt den jungen bayerischen Erbprinzen Albrecht V. (1528
- 1579) in Kosmo- und Geographie wie in Mathematik. Sein Lehr-
buch der Astronomie auf geozentrischer Grundlage Astrono-
micum caesareum widmete Apian Kaiser Karl V., der ihn in den
Reichsritterstand erhob. Am Rande sei aufgefiihrt: Der Landsas-
senbrief Kurfiirst Friedrichs 1. fiir den Professor der Mathematik
Peter Apian vom 6. Juni 1547, der ihm fiir das erkaufte Dorf Ittel-
hofen im Amt Holnstein [Seubersdorf i.d.Opf.] gegeben wurde.

beeinflusst (1522 erschien das Neue Testament). Begunstigt
wurde dies durch die zuvor gelungene Erfindung der Buchdru-
ckerkunst durch Johannes Gutenberg (vor 1400 - 1468). Luther
wollte das Deutsche ebenbiirtig neben die drei Sprachen des
Mittelalters (Hebréisch, Griechisch und Latein) stellen. Als dltes-
tes deutsches Buch gilt der Abrogans (8. Jahrhundert).

Das erste groBe Geschichtswerk in deutscher Sprache schrieb
Johannes Turmair (1477 - 1534), der sich Aventinus nann-
te: Die Baierische Chronik (bis 1519) wurde 1566 gedruckt.
Im Jahr 1523 gab er eine Karte von Ober- und Niederbayern
heraus, die als friiheste Karte des bayerischen Raums gel-
ten muss (Georg Hanke). Sein humanistisches Wissen er-
warb Aventinus auf den ersten Hochschulen seiner Zeit (Kra-
kau, Wien und Paris).

Erste Ansétze zu den Logarithmen bei Michael Stifel

Das Rechnen mit Potenzen von beliebigen rationalen Exponenten
findet sich in der von Michael Stifel 1544 in Niirnberg heraus-
gebrachten Schrift Arithmetica integra. Er stellte eine arithme-
tische Reihe einer geometrischen gegentiber (s. Abb. 5):

3 -2 10123 4 5 6
1/8 1/4 12 1 2 4 8 16 32 64

Diese Tabelle wird als eine erste Logarithmen-Tafel (zur Basis
2) angesehen. Die Liicken in der geometrischen Reihe waren
allerdings noch groB. Jede positive Zahl (auBer 1) kann be-
kanntlich als Basis zur Potenzdarstellung der positiven Zahlen
gewdhlt werden. Noch fehlen die Dezimalbriiche. In der arith-
metischen Reihe fand die Null ihren Platz und die negativen
Zahlen treten auch in Erscheinung. Letztere bezeichnet Stifel
»absurd® und ,fiktiv*,

Betrachtet man die Zahlen der oberen Reihe als die Expo-
nenten, dann sind die Zahlen in der unteren Reihe die Werte
der Potenzen zur Basis 2. Mit diesen Reihen lassen sich Mul-
tiplikationen und Divisionen, aber auch Wurzelberechnungen
ausfihren — wenn auch auf bescheidenem Niveau.
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Abb. 5 Aus: Stifel, Michael: Arithmetica integra. Nirnberg 1544.

Stifel schreibt (fol. 149 - 150): ,Est autem -3 exponens ipsi-
us 1/8, sicut 6 ...“ (Es ist -3 der Exponent von 1/8, so auch
6 der Exponent der Zahl 64 und 3 der Exponent der Zahl 8).
Das bedeutet:
1/8 mal 64 = 8 (geometrische Reihe)
-3 plus 6 = 3 (arithmetische Reihe).

Nachfolgend zwei Beispiele, wie mit diesen Reihen gerech-
net werden kann:

Soll beispielsweise 4 mit 16 multipliziert werden, so sucht
man die iber 4 und 16 stehenden Zahlen und findet 2 und 4.
Diese werden addiert und unter der Summe 6 liest man das
Ergebnis 64 ab.

Das Wurzelziehen (Radizieren) ermdglicht die Division. So er-
halt man die dritte Wurzel aus 64 folgendermaBen: Der Zahl 64
in der geometrischen Reihe entspricht die Zahl 6 in der arith-
metischen Reihe. Sodann dividiert man 6 durch 3 und erhalt
das Ergebnis 2. Dem in der arithmetischen Reihe ausgewie-
senen Wert 2 entspricht die Zahl 4 in der geometrischen Reihe,
das ist der gesuchte Wurzelwert.

Mit diesen Zahlenreihen von Stifel werden sich spéter noch
weitere Personen befassen, darunter wohl auch Jost Biirgi. Ei-
ne allgemeine Anerkennung fanden die negativen Zahlen aber
noch lange nicht.

Vor Stifel stellte bereits Peter Apian in seiner 1527 herausge-
gebenen Schrift ,KauffmanB Rechnung® bei der Aufgabe zum
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Abb. 6 Aus: Apian, Peter: Eyn Newe unnd wolgegriindte underwey-
sung aller KauffmanB Rechnung ... . Nachdruck [der Ausgabe Ingolstadt
1527]. Buxheim 1995.

Rossverkauf eine arithmetische Progression einer geome-
trischen gegeniiber (s. Abb. 6). Die arithmetische Reihe be-
ginnt mit 0 und die geometrische mit 1.

An das fortgesetzte Halbieren einer Strecke sei hier erinnert:
Eine Strecke 148t sich durch wiederholtes Halbieren in 2, 4, 8,
16, 32 usw. gleiche Abschnitte teilen.

1554 erste Landvermessung Bayerns durch Philipp Apian

Der bayerische Herzog Albrecht V. (1528 - 1579) beauftrag-
te 1554 Philipp Apian (1531 - 1589), den Sohn seines ehe-
maligen Lehrers Peter Apian, mit der ersten bayerischen Land-
vermessung. Bereits mit 21 Jahren wurde Philipp Apian der
Nachfolger seines Vaters an der Universitét in Ingolstadt. Phi-
lipp Apian schuf ein fiir die damalige Zeit erstaunliches Werk,
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die Mappa. Der Auftrag an Apian sollte nicht nur zur Férderung
der Wissenschaft beitragen, er hatte auch praktische Griinde:
Von der Erfassung des Landes sollte auch eine neu zu regeln-
de Steuererhebung ausgehen, denn die Staatskasse war leer.

Die Baierischen Landt-Tafeln erschienen 1568 in Ingolstadt.
Wegen seiner Neigung zum Protestantismus ging Philipp Api-
an 1569 an die Universitat Tibingen. Diese Stelle verlor er,
weil er die Concordienformel nicht unterschreiben wollte. Er
wurde durch seinen friiheren Schiler Mastlin (Lehrer von Kep-
ler) ersetzt und starb 1589.

Gregorianische Kalenderreform 1582

Schon Papst Sixtus IV. (reg.1471 - 1484) wollte den Kalender
reformieren und holte Regiomontanus als Berater, der jedoch
bald nach seiner Ankunft in Rom (1476) verstarb. Der aus
Konigsberg (Franken) stammende Regiomontanus, eigentlich
Johann Miller (1436 - 1476), gab Kalender und Ephemeri-
den (Angaben dber die tagliche Stellung der Himmelskorper)
heraus, die u. a. Kolumbus und Vespucci benutzten. Regio-
montanus zahlt zu den bedeutendsten Mathematikern des 15.
Jahrhunderts in Europa. lhm schwebte eine Revision der Leh-
re von der Planetenbewegung vor (nach Rudolf Wolf ein Miss-
verstandnis, S. 231).

Papst Gregor XIII. (reg. 1572 - 1585) gelang es 1582 nach ei-
ner (iber drei Jahrhunderte andauernden Diskussion tber die
Verbesserung des Kalenders die Kalenderreform durchzuset-
zen (s. S. 138). An dieser wirkte Christophorus Clavius (1537
- 1612, eigtl. Christoph Klau) entscheidend mit. Der in Bam-
berg geborene Mathematiker und Jesuit war auch Mitglied der
Kalenderkommission. Auf ihn gehen (brigens einige Oster-
paradoxien zuriick; vgl. ,Bayern in Zahlen* 4/2000, S. 151.
Der bereits genannte Aloisius Lilius, der zur Verbesserung
des Kalenders Vorschldge unterbreitete, war bereits 1576
verstorben (s. ,Bayern in Zahlen“ 12/1999, S. 537).

Clavius brachte 1574 eine lateinische Ausgabe der Elemente
des Euklid heraus. In seinem 1593 erschienen Buch Astrolabi-
um berichtete Clavius auch tber die ,Prosthaphaerese” (s.u.).
Seine Algebra (1608) biindelte die Lehre der Cossisten (Friih-
form der Algebra im 15. und 16. Jahrhundert; Cosa = ital. Be-
zeichnung fiir die Unbekannte in einer Gleichung). René Des-
cartes (1596 - 1650) lernte Geometrie und Algebra nach den
Ausgaben von Clavius.

Nach dieser Abschweifung noch einige Anmerkungen zum

Gregorianischen Kalender: In seiner Geschichte der Astrono-
mie bemerkte Rudolf Wolf (S. 331): ... wéhrend ihn die An-
nahme des von Omar-Cheian®, Astronom des seldschucki-
schen Sultans Malek-Schah, um 1080 in Persien eingefiihrten
rationellen Cyclus von 33 Jahren mit 8 Schaltjahren in 12mal
kiirzerer Zeit sogar auf 14%2 sec heruntergebracht hétte.“

Im Kalenderstreit versuchte Johannes Kepler (1571 - 1630)
als Befiirworter der Gregorianischen Kalenderreform zu ver-
mitteln. Fiir Kaiser Matthias schrieb Kepler ein Gutachten und
begleitete diesen 1613 zum Reichstag zu Regensburg, um
dasselbe zu vertreten. Dieses Thema wurde dort aber nicht
behandelt.

Wenig bekannt ist, dass sich Kepler auch mit dem Geburtsjahr
Jesu auseinandergesetzt hatte. Ein 1604 auftretendes Him-
melsphanomen (Supernova) wies wahrscheinlich Parallelen
zur Geschichte vom Stern von Bethlehem auf und war fiir Kep-
ler und andere AnlaB, iiber die Zeitrechnung nachzudenken
(siehe ,Bayern in Zahlen* 12/1999, S. 540). Die Theorie von
Kepler bestdtigten spéter Ludwig Ideler (1766 - 1846) und
Konradin (Graf) Ferrari d’Occhieppo (1907 - 2007).

Julianische Periode

Fast gleichzeitig mit der Kalenderreform fiihrte Joseph Justus
Scaliger (1540 - 1609) die nach seinem Vater benannte ,,Juli-
anische Periode” ein, die sich aus dem 28-jahrigen Sonnenzir-
kel, dem 19-jahrigen Mondzirkel und dem 15-jéhrigen Indikti-
onszirkel (,Romerzinszahl“) zusammensetzt mit einer Periode
von 7980 (= 28 - 19 - 15) Jahren.

Julianischer Tag

Die fortlaufende Zahlung von Tagen kam erst im 19. Jahrhun-
dert auf. Sie ist erstmals 1849 in John Herschel‘s Buch Out-
lines of Astronomy nachweisbar, vgl. Franz Krojer: Die Prézisi-
on der Prdzession. Miinchen 2003, Seite 436.

Noch immer mangelt es an der korrekten Bezeichnung fir die-
se Zahlung. Zutreffend ist hierfiir ,Julianische Tageszahl* oder
LJulianischer Tag*, nicht ,Julianisches Datum®. Mit dem Ju-
lianischen Kalender hat diese GroBe nichts zu tun. Die Julia-
nische Tageszahl ist eine fortlaufende Z&hlung von Tagen vom
Beginn des Jahres 4713 vor Christus (-4712).

5 Unterschiedliche Schreibweisen fiir einen der bedeutendsten Mathematiker
des Mittelalters.
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Diskont-Tabellen von Simon Stevin (1548 - 1620)

Im Jahr der Einfilhrung des Gregorianischen Kalenders (1582)
wurde die Schrift Tafelen van Interest des 1548 zu Briigge ge-
borenen Simon Stevin verdffentlicht. Von ihr war an anderer Stel-
le schon die Rede.

Simon Stevin, ein Verfechter der Dezimalbruchrechnung, pu-
blizierte im Jahr 1585 sein Werk De Thiende. Im gleichen
Jahr erschien auch seine La Pratique d’Arithmétique. In:
L "Arithmetique. Leyden 1585, die Tabellen mit Abzinsungen
(Diskontierung) enthielt.

Stevin trat fiir die Einfiihrung dezimal unterteilter Miinz-, MaB-
und Gewichtssysteme ein. Bei ihm fanden negative Zahlen
bereits Anerkennung und er setzte sich auch fiir die indisch-
arabische Zahlenschreibweise von Briichen ein. Den fiir den
Schiffbau wichtigen Begriff des Metazentrums fiihrte iibrigens
Stevin ein. Er war ein Anhanger der kopernikanischern Lehre.

Fiir die Bestimmung der Anzahl der Zinsperioden mussten
aber erst noch die Logarithmen erfunden werden. Die von Ste-
vin bearbeiteten Tafeln zur Berechnung von Zinseszinsen sol-
len von Jost Biirgi fortgesetzt worden sein.

Die Mercatorkarte

Im Jahr 1587 erschienen die Erdkarten von Gerhard Kremer
(1512 - 1594), genannt Mercator. Die Mercatorkarte war fir
Geographie und Nautik bedeutsam. Er fihrte den Begriff Atlas
fir Landkartensammiung ein.

Steigende Anspriiche an Rechenverfahren:
Prosthaphaerese

Die gestiegenen Anspriiche an Rechenverfahren verlangten
nach einer Erleichterung der Rechenarbeiten. Die ersten Ein-
fliisse gingen dabei von der Astronomie aus. Es sei daran er-
innert, dass die Daten des auf Genauigkeit bedachten Tycho
Brahe (1546 - 1601) Kepler die Auffindung seiner Planetenge-
setze ermdglichten.

Mit dem Rechenverfahren ,Prosthaphaerese® wurden Multipli-
kationen und Divisionen durch Addition und Subtraktion trigono-
metrischer Funktionen ersetzt. Das Wort Prosthaphaerese ist ein
Zusammenzug von Prosthesis (griech. Addition) und Aphaere-
se (griech. Wegnahme). Paul Wittich hat dieses Verfahren mit
Tycho Brahe ausgearbeitet. Mit diesem Verfahren beschéftigte
sich zuvor schon der zu Niirnberg geborene Johannes Werner

(1468 - 1528). Die ,Prosthaphaerese” wurde spdter durch das
logarithmische Rechnen verdréangt.

Anfange der Prosthaphaerese finden sich nach Rudolf Wolf
(Geschichte der Astronomie) schon bei Albategnius, die dann
wieder verloren gingen oder iibersehen wurden, so dass das
Ganze im 16. Jahrhundert noch einmal von Anfang an erfun-
den werden musste. Albategnius (Battani), der 929 verstarb,
berechnete auf Grund seiner Beobachtungen bis in das Mittel-
alter benutzte Tafeln der Orter der Planeten. Er bestimmte die
Prézession, die Elemente der Sonnenbahn und die Jahreslan-
ge neu. Die Trigonometrie férderte er durch Einfilhrung der tri-
gonometrischen Funktionen.

Ein Beispiel fiir die Division mittels Prosthaphaerese

Eine wichtige Formel lautete:

sina - sin B = %2 [cos (o - B) — cos (o + B)]. Mit dieser For-
mel wird erldutert, wie Divisionen ausgefiihrt wurden. Abbil-
dung 7 gibt hierfiir ein Beispiel.

A
II Division B

A S a=sina
B~
= 10" sin « * sin f§ b = cosec
Beispiel: 207,343
51,7886
mit einer bstelligen Sinus-Tafel auszufiihren
A = 207,343 n=z2
B = 51,7886 a = 0,207343 = sina
b = 5,17886 = cosec p
a = 11° 58’ cos (@ — B) = 0,990894
p=11° & cos (« + ) = 0,919821
a—p= 0°50 Differenz 0,080073
o+ B =23" 6 sin « - sin p = 0,040036
A
B = 4.0036

genauer Wert 4,003641.

Abb. 7 Quelle: Nova Kepleriana. Neue Folge-Heft 5: Die Coss von Jost Biirgi in
der Redaktion von Johannes Kepler. Ein Beitrag zur friihen Algebra. Bearbeitet
von Martha List und Volker Bialas. Minchen 1973. (= Bay. Akad. der Wis-

sensch. Math.-Naturwiss. Klasse. Abhandlungen Neue Folge, Heft 154).

Eine Art Prosthaphaerese nach Leibniz

Dem Begriff Prosthaphaerese begegnet man auch bei Leibniz.
Er schétzte das voraussichtliche kiinftige oder mittlere Leben
eines Kindes auf (0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5usw. + 80)/ 81
Jahre und verglich dies mit der Weise, in der die Bauern bei
der ,Braunschweiger Teilung“ vorgehen, wenn Erbschaften zu
teilen oder Grundstiicke zu schétzen sind. Dabei werden drei
Schatzungen vorgenommen, eine jede von ein paar Mannern,
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die zu diesem Zweck ausersehen wurden. Das Volk dort nennt
sie die drei Schiirzen (Schurzen). Festgesetzt werden der dritte
Teil der Gesamtsumme oder ein Drittel. Leibniz wortlich: ,Dies
wadre der mittlere Wert, der durch eine Art Prosthaphaerese ge-
sucht wurde, woraus der Beweis fiir dieses Vorgehen auf der
Hand liegt. Da hier 81 Schétzungen mit gleichem Recht vorge-
nommen werden konnen, kann ndmlich auf dieselbe Weise das
Leben dieses Kindes auf entweder 0 oder 1 oder 2 oder 3 oder
4 usf. Jahre bis zu 80 geschétzt werden, ..."

Vorlaufer der Logarithmen

Jost Biirgi (1552 - 1632) erweiterte die Prosthaphaerese und
wandte sie auch an. Er suchte aber nach anderen Hilfsmitteln
zur Bewéltigung der Rechenarbeiten. Nicht nur Biirgi war wohl
die Gegeniiberstellung einer arithmetischen und einer geomet-
rischen Progression bekannt, die Michael Stifel 1544 in sei-
nem Werk Arithmetica integra publizierte. Birgi wusste wohl
auch vom Bemiihen des Simon Stevin, dass die Dezimalbrii-
che Verbreitung finden. Der zu Lichtensteig im Toggenburg
(Schweiz) geborene Biirgi kam 1579 zu Landgraf Wilhelm IV.
nach Kassel. 1603 wurde er von Kaiser Rudolf Il. nach Prag
berufen.

Birgi und John Neper (Napier; 1550 - 1617) fanden vonein-
ander unabhéngig erste Losungen fiir ,Logarithmentafeln®.
Ihre Tafeln waren aber noch keine Logarithmen im heutigen
Sinn. Neper veroffentlichte vor Birgi im Jahr 1614 seine Miri-
fici Logarithmorum Canonis descriptio.

Mit Neper stand Henry Briggs (1556 - 1630) in Verbindung.
Dieser erkannte den Vorteil, den Logarithmen mit der Basis 10
fiir das praktische Rechnen haben. Im Jahr 1617 erschien sei-
ne Logarithmorum chilias prima und 1624 das Werk Arithme-
tica logarithmica. Briggs beschrédnkte sich nur auf die ganzen
Zahlen von 1 bis 20 000 und 90 000 bis 100 000, diese be-
rechnete er aber auf 14 Stellen. Adriaan Vlacq (1600 - 1667)
erganzte die Lucken in Briggs Tafel.

Progress Tabulen von Jost Biirgi

Tatsé&chlich war Biirgi schon friher im Besitz (1588) seiner
,Progress Tabulen®, die er jedoch erst 1620 unter dem Ti-
tel Aritmetische und Geometrische Progress Tabulen/sambt
griindlichem unterricht/wie solche niitzlich in allerley Rech-
nungen zugebrauchen/und verstanden werden sol verdffentli-
chte (s. Abb. 8). Kepler bezeugte, dass Biirgi vor Napier Gber
seine Tabulen verfiigte: ,der zogernde Mann jedoch, der seine
Geheimnisse bewachte, lie das Kind bei der Geburt im Stich,

und er erzog es nicht (durch sofortige Drucklegung) zum o6f-
fentlichen Nutzen® (zitiert nach Rudolf Wolf).

Nach H.G. Zeuthen benutzte Kepler Logarithmen bei der Aus-
arbeitung der 1627 erschienenen ,Rudolphinischen Tafeln®,
die auf den Beobachtungen von Tycho Brahe basierten.

Biirgi berechnete eine ,Logarithmentafel”, deren Basis fast ge-
nau die Zahl e war: der Wert 1,00010°%° = 2 71814593 stimmt
bereits auf drei Nachkommastellen mit e = 2,71828182...
iberein (s. Abb. 8, S. 110).

Setzt man anstelle von 1,0001
die Zahl 1,000100005000166
ein, so erhalt man die Zahl e
auf zehn Stellen genau.

Die sich daraus ergebende Entwicklung war damals noch
nicht abzusehen. Man denke dabei nur an die Wahrscheinlich-
keits- und die Zinseszinsrechnung.

Fraglich, ob damals schon Klarheit dariiber bestand, dass
Xt = b etwas anderes bedeutet als a = b. Der erste Ausdruck
bedeutet heute Potenzieren und der letzte ist eine Exponen-
tialfunktion. Die Umkehrung des ersten Ausdrucks x* = b
ist die lytische Operation des Wurzelziehens, also x=3b.
Fir den zweiten Ausdruck war aber damals noch keine Lo-
sungsmaglichkeit bekannt.

Die Beziehungen der Exponentialfunktion und deren Um-
kehrung wurden erst im 18. Jahrhundert durch Euler aufge-
schlossen.

Es wurde bereits erwdhnt, dass jede positive Zahl (auBer 1)
als Basis zur Potenzdarstellung der positiven Zahlen gewdahlt
werden kann. Daher gibt es dementsprechend viele Logarith-
mensysteme. Heute sind von besonderer Bedeutung: die de-
kadischen oder Zehnerlogarithmen, die natiirlichen Logarith-
men und die dualen oder bindren (dyadischen) Logarithmen.

Logarithmisches Rechnen — Symbol e

Die historische Entwicklung der Theorie der Logarithmen nach
Neper und Biirgi schildert Felix Klein (1849 - 1925) in seinem
Buch Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus 1.
Dort begegnet man Namen wie Nicolaus Mercator (Kaufmann),
Isaac Newton, Brook Taylor und Leonhard Euler. Hier eine gro-
be Skizzierung zur weiteren Entwicklung der Logarithmen.
Nicolaus Mercator (1620 - 1687) [eigentl. Kaufmann] hat die
Bezeichnung ,natiirlicher Logarithmus® oder auch ,hyperbo-
lischer Logarithmus*” eingefihrt. Sein Buch Logarithmotechni-
ca erschien 1668 in London.
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im ausse.ren Kreise, die Logarithmen der zugeordneten Zahlen des inneren Kreises, sind im Original
rot.

Abb. 8 Aus: Jost Biirgi’s ,Progress Tabulen* (Logarithmen) / nachgerechnet und kommentiert von Heinz Lutstorf und Max Walter.
Schriftenreihe der ETH-Bibliothek, Nr. 28. Ziirich 1992.
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Als ndchstes sind die Arbeiten von Newton (1643 - 1727) auf-
zufiihren: der allgemeine binomische Satz und die Methode
der Reihenumkehrung.

Brook Taylor (1685 - 1731) fand einen bequemeren Weg zur
Ableitung der Exponentialreihe. In seinem Werk Methodus in-
crementorum Directa & Inversa stellte er 1715 die nach ihm
benannte Reihe dar. Felix Klein bemerkt an anderer Stelle (S.
251): ,Die geschichtliche Quelle der Entdeckung des Taylor-
schen Satzes tatséchlich die Differenzenrechnung ist.”

SchlieBlich nennt Felix Klein die 1748 in Lausanne erschienene
Schrift von Leonhard Euler (1707 - 1783) Introductio in ana-
lysin infinitorum, in der es heiBt: ,Ponamus autem brevitatis
gratia pro numero hoc 2,71828 ... constanter literam e..."

In der Ubersetzung von Johann A. Michelsen heiBt es im § 122:
L,Der Kiirze wegen wollen wir diese Zahl 2,71828 18284 59
u.s.w. immer durch e bezeichnen, so dass also e die Basis der
natiirlichen oder hyperbolischen Logarithmen bedeutet, ...“
Abbildung 9 zeigt einen Ausschnitt aus der genannten Schrift.
Die dort ausgewiesene Zahl e mit 23 Nachkommastellen be-
eindruckt. Euler bemerkte dazu, dass noch die letzte Ziffer ge-
nau ist. Euler bringt dazu zwei Beispiele. Beim ersten Beispiel
wird gefragt, wie viele Jahre es dauert, bis das menschliche
Geschlecht auf das Zehnfache anwdchst — bei einer jahrlichen
Vermehrung von einem hundertstel. Im zweiten Beispiel geht
es um die Anzahl der Jahre bis eine Schuld abgetragen wird
bei jahrlicher Riickzahlung eines festgelegten Betrages und
einem vereinbarten Zins.

Im Jahr 1737 erkannte Euler, dass e eine irrationale Zahl ist.
Den Beweis der Transzendenz erbrachte 1873 Charles Her-
mite. Mit der Zahl e waren Grundlagen fiir verschiedene Be-
reiche, darunter auch die Zinseszins- und Wahrscheinlich-
keitsrechung geschaffen worden.

Felix Klein, der sich auch der Mathematikdidaktik (,Erlanger
Programm®) widmete: ,Wenn wir uns nun zum 79. Jahrhun-
dert wenden, so bemerken wir eine weitgehende Populari-
sierung der Logarithmen, die einmal damit zusammenhangt,
dass in den zwanziger Jahren die Logarithmen auf der Schule
eingefiihrt werden, dann damit, dass sie mehr und mehr An-
wendung in der physikalischen und technischen Praxis fin-
den.” (Felix Klein, S. 187).

Genannt sei schlieBlich der Tropfel-Algorithmus, ein Verfah-
ren zur Berechnung eines Naherungswertes zu einer Zahl, das
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B.5.Entpoiclel.b.Crp. Siedfen u.b.fogar.d, Neifen, 127

§ 122,
Da man bep der Berfertigung eined Loaarithmifden
Softems a nad) efallen annehmen Fann, fo fann €8 aud
fo gerodhit werden, daf k=1xift. G fey alfo k=1,
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 § 1 I
= T i d ’12'3_4'1'11-!'-5 Bermanbdelt man biefe
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tehalt man a = 2,71828182845904523536028, 0o audp
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jur Bafig an, fo heifien die ju ibe gehlrigen’ Sogariths
men natieliche over byperbolifhe Logavithmen, well
die Quadratur der Hoperbel durdy diefe Logarithmen auds
gedrudt werben fann.  Der Kitrje roegen wollen mwir diefe
Babl 2,7:18281828459 . . 1. immer duch e begeiche
nen, fo baf alfp e die Vafis der natiiclichen obet Hopers
Gofifden Sogavithmen bedeutet, rofile k = x i3 ober ¢f

fofl € e @umme biefer Reife 1 % —+ — ¥ st

I
T # u, f. tv. ofine Gnde, ausdeuden.

Abb. 9 Aus: Euler, Leonhard: Leonhard Eulers Einleitung in die Analysis
des Unendlichen / 1/ aus dem Latein. dibers. und mit Anm. und Zusatzen
begleitet von Johann Andreas Christian Michelsen. Berlin 1788.

die Dezimalstellen eine nach der anderen liefert. So erhélt man
e=1+ %(1 + %(1 + %(1 + l(...)))).

Bemerkenswert ist, dass dieses Verfahren erst 1968 von

Arthur H. J. Sale entdeckt worden ist.

Der Nutzen der Logarithmen

Die Einfiihrung der Logarithmen war eine herausragende ma-
thematische Neuschdpfung des Abendlandes. Ein Dithyram-
be auf diese besondere Zahl e, die wohl zu den bedeutendsten
gehort, stimmten viele an. Vom Marquis Pierre-Simon de La-
place (1749 - 1827) stammt der Ausspruch: ,Die Erfindung
der Logarithmen kiirzt monatelang wéahrende Berechnungen
bis auf einige Tage ab und verdoppelt dadurch sozusagen das
Leben (der Rechner).*

Leonhard Euler (1707 - 1783) driickte sich so aus: ,Der groB-
te Nutzen, welchen die Logarithmen gewahren, zeigt sich bei
der Aufldsung solcher Gleichungen, wo die unbekannte Gro-
Be ein Exponent ist.“ Erst mit Hilfe der Logarithmen konnte ei-
ne Gleichung der Form y = a* geldst werden.
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Die Bedeutung der Logarithmen liegt nicht nur in der enormen
Erleichterung des Rechnens. So dienen sie als Arbeitsmittel in
vielen Bereichen der hoheren Mathematik (z.B. in der Infinitesi-
malrechnung, bei der Differentialrechnung, in der Funktionen-
theorie). Zitiert sei der folgende Satz von Carl Friedrich GauB
(1777 - 1855): ,Sie ahnen nicht, wieviel Poesie in der Berech-
nung einer Logarithmentafel enthalten ist.”

Die hdangende Kette

Bei der Losung des beriihmten Problems der hdngenden Kette
gab die Zahl e eine Hilfestellung. Mit der Kettenlinie befassten
sich namhafte Gelehrte. Galilei (1564 - 1642) ging davon aus,
dass diese Kurve eine Parabel ist. Christiaan Huygens (1629 -
1695) bewies als 17-jéhriger, dass eine Kettenlinie keine Para-
bel sein kann. Dann sah man zundchst keine Maglichkeit, wie
dieses Problem geldst werden kann. Des Rétsels Losung war
schlieBlich: Die Gleichung fiir die Kettenlinie braucht die ma-
gische Zahl e. Der Hyperbelkosinus tibernimmt dabei eine we-
sentliche Rolle. Die Kurve verlduft symmetrisch zur y-Achse,
und zwar héher als die Parabel (s. Abb. 10). Die Kettenlinie ist
eine parabeldhnliche Kurve, die ein biegsamer, undehnbarer
Faden bildet, der an zwei Punkten frei aufgehéngt ist. Die Ket-
tenlinie gehort zu den transzendenten Kurven.

-3,0 -2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0

Abb. 10 Die hdngende Kette
5,0y
Kettenlinie

4,04 @ cosh%);ﬁjrazz

Parabel
3,0 x2

% +a
2,04
1,04
0,0 : . : : : L X

Die logarithmische Spirale

Mit Spiralen beschéftigte sich schon Archimedes (287 - 212).
Eine bestimmte Art wurde sogar nach ihm benannt. Die Form
der Spirale, die in der Natur hdufig anzutreffen ist, nennt man
meist die logarithmische Spirale. Wegen einer bestimmten Ei-

genschaft ist auch von der gleichwinkligen Spirale die Rede. Zu-
erst wurde sie von René Descartes (1596 - 1650) entdeckt.
Die logarithmische Spirale, auch als Wachstumsspirale be-
zeichnet, fasziniert durch ihre Eigenschaft, dass sie in je-
dem MaBstab gleich aussieht. In der Botanik weil man,
dass in natiirlichen Spiralen immer wieder spezielle Zahlen
vorkommen, so kénnen zum Beispiel die Samen der Son-
nenblume 55 Spiralen in der einen und 89 in der anderen
Richtung aufweisen. Auf diese Zahlen stot man auch in
der nach Leonardo von Pisa (um 1180 - 1240) benannten
Zahlenfolge, der sog. Fibonacci-Reihe: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,
21, 34, 55, 89, ... ; siehe den Beitrag Ein Blick in die Histo-
rie der Wahrscheinlichkeitsrechnung (S. 79).

Jakob Bernoulli (1655 - 1705) war von
der logarithmischen Spirale so beein-
druckt, dass er von der ,Spira mirabi-
lis“ (der wunderbaren Spirale) sprach
und ihr eine eigene Abhandlung wid-
mete. Die einzigartigen und erstaun-
lichen Transformationseigenschaften
der logarithmischen Spirale haben Ber-
noulli so fasziniert, dass er auf seinem
Grabstein die Worte ,Eadem numero mutata resurget” einge-
meiBelt wissen wollte. Seinem Wunsch wurde aber nicht voll
entsprochen; Abbildung 11 zeigt das Emblem vom Grabmahl
des Jakob Bernoulli.

Mathesis biceps von Juan Caramuel (1670)

Das zweibéndige Werk loannis Caramuelis Mathesis biceps aus
dem Jahr 1670 wird erwahnt, weil es die groBte mathematische
Enzyklopéadie jener Zeit sein soll. Abbildung 12 zeigt die Inhalts-
Ubersicht dieses Werkes, das in Vergessenheit geraten zu sein
scheint.

Zur Verbreitung der Rechenzeichen

Die dlteste bekannte deutsche Algebra, der Algorithmus Ratis-
bonensis (um 1461), hat keinerlei Symbolik (Wolfgang Kaunz-
ner: Das Rechenbuch des Johann Widmann von Eger. Miinchen
1954, S. 39). Die Rechenzeichen + und — erscheinen erstmals
1489 in der Schrift Behende und hubsche Rechenung auff allen
kauffmannschafft von Johannes Widmann. Das Zeichen x fiir die
Multiplikation fiihrte 1631 William Oughtred (1574 - 1660) ein.
Dieser présentierte einen Rechenschieber, der diese Bezeichnung
durch das Funktionsprinzip verdiente. Der Punkt als Multiplikati-
onszeichen und der Doppelpunkt als Zeichen fiir die Division wur-
den von Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) eingefiihrt. Das
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Abb. 11 Aus: Bernoulli, Jakob: Die Werke von Jakob Bernoulli. Differentialgeometrie / bearb. und komm. von André Weil .../ 5. Basel ... 1999.
(Das Grabmahl wurde im 19. Jahrhundert von der Barfiisserkirche in den Kreuzgang des Basler Miinsters verlegt.)

Gleichheitszeichen geht auf Robert Recorde (ca. 1510 - 1558)
zuriick. Die heutigen Zeichen > und < fiir groBer als und kleiner
als stammen von dem englischen Mathematiker Thomas Harriot
(1560 - 1621). Die heutige Schreibweise von Potenzen geht auf
René Descartes (1596 - 1650) zuriick. In der Arithmetica integra
von Michael Stifel aus dem Jahr 1544 begegnet man schon der
Bezeichnung Exponent (,exponens).

AuBer Rechenzeichen bedarf es auch effizienter Algorithmen
oder bestimmter Rechenkniffe. Unter letzteren findet sich die
L»Ferrol’'sche Multiplikation®, die hier nicht behandelt wird. Hin-
gewiesen sei auf die ,,Karatsuba Multiplikation®, die erst vor et-
wa drei Jahrzehnten aufkam. Bei der Division kann das Verfah-
ren von Newton zur Kehrwertberechnung benutzt werden.

Rechenkenntnisse im 18. Jahrhundert

,Bis weit in das 18. Jahrhundert hinein war die breite Mas-
se der Bevolkerung mit Mathematik bzw. Rechnen kaum be-
fasst.”, schrieb Ludwig Bauer 1999.

Es ist bemerkenswert, dass Johann A. Kritter sich im Jahr
1781 zu seiner Schrift Aufkldrung der Berechnungen der Witt-
wen- und Todtencassen fiir diejenigen, die sich in der Buch-
stabenrechnung nicht gelibt haben veranlasst sah. Zur Vor-
geschichte:

Der bedeutende Mathematiker Leonhard Euler (1707 - 1783),
der schon mehrfach genannt wurde, brachte die Ausfiih-
rungen von Johann August Kritter zur Einrichtung dauerhafter
Witwencassen in algebraische Formen (siehe Ndthige Be-
rechnung zur Einrichtung einer Witwencale. In: Neues Ham-
burgisches Magazin. 8. Bd., 43.5t.,1770). Kritter fand aber,
dass diese Schrift von Euler nur denen verstandlich ist, wel-
che die hohere Rechenkunst und die Algebra gelernt haben.
Deshalb verfasste er seine bereits erwahnte Abhandlung, in
der er sich der algebraischen Sprache so viel wie mdglich ent-
halten wollte. Bezeichnend fiir seine Einschétzung der dama-
ligen Mathematikkenntnisse ist, dass er es fiir nétig hielt, die
Rechenzeichen der Grundrechenarten (., :, -, +, =) zu erkla-
ren (s. Abb. 13).

Hankel’sches Permanenzprinzip

Damit die beiden Umkehroperationen der Addition und der
Multiplikation immer ausfilhrbar sind, war der Bereich der
ganzen Zahlen zu definieren, d.h. der Bereich der natiirlichen
Zahlen war um die Null und die negativen Zahlen zu erweitern.
Erst im Jahr 1867 erfolgte diese Festlegung (Hankel’sches
Permanenzprinzip). Die Subtraktion war damit unbeschrankt
ausfihrbar und nimmt man die Briiche hinzu, so wird auch die
Division immer maglich, wobei die Division durch Null nicht
zuldssig ist. Zu erweitern war der Begriff der Potenz (Hochzahl
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Abb. 12 Aus: Caramuel Lobkowitz, Juan: loannis Caramuelis Mathesis biceps vetus et nova. Campaniae 1670.

Null und negative Potenzen). Hermann Hankel (1839 - 1873) 4.28124773 E+369693099 (gerechnet auf einem modernen

hat mit seinem Beitrag dieses Prinzip deutlich gemacht. In vie- Mainframe IBM eServer zSeries 900).

len Féllen war schon zuvor implizit danach gehandelt worden.

Erinnert sei zum Beispiel an Michael Stifel, der in seiner Arith- Kurz schreibt man im Dezimalsystem zum Beispiel 2,6 - 10
metica integra von 1544 eine arithmetische Reihe einer ge- km fiir die Entfernung des Andromedanebels von der Sonne
ometrischen gegeniiberstellte und dabei bestimmte Rechen- (rund 26 Trillionen Kilometer).

operationen ausfiihrte.
Leider gehorten zum Alltagsleben schon einmal riesige Zah-

Beispiele zur Uberlegenheit des Stellenwertsystems len: es war die Zeit offener Inflationen. Ein typisches Beispiel
Im Dezimalsystem ldsst sich mit nur drei Ziffern in der Anord- ist die deutsche Inflation von 1923. Die nachfolgende Darstel-
nung 9¢°= 9387420489 gine Zahl mit 369 693 100 Ziffern darstel- lung mit Nachweisen zum Notenumlauf und zum Preis des
len. In Exponentenschreibweise sieht das Ergebnis wie folgt Dollars soll fiir sich sprechen. Die ausgewéhiten Daten stam-
aus: men von Georg Obst (1873 - 1938). Danach belief sich der
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Petersburg dadurch veranlagdet, meine Theotie und den
gangen Progep der Rechnung algebraisch vorzustellen und
seinen Aufsats in dem Hamburgischen neuen Magazin von
1770. 8ten Band, Seite 1 big 13 abdrucken ju lassen.
Indeggen, $o griindlich und Rurg auch diese Rechnung ist,
8o {8t sie doch nur denen verstandlich, welche die hihere
Rechenkunst und die Algebra gelernt haben. Da es aber
eine Hauptsache ist, daf alle diejenigen, die nur dbie gemeine
Rechenkunst verstehen, und iibrigens Personen von
Nachdenken sind, die wabhren Sriinde dieser Berechnung
kennen lernen, $o will ich mich der algebraischen Sprache
8o viel moglich enthalten, und versuchen, ob ich nicht dem
obngeachtet die Vortheile ben dieser Berechnung auf eine
vor gemeine Rechner fapliche Art herausbringen kdnne.
Nur einige vorkommende Jeichen will ich vorber erklaren.
Det Punkt © bedeutet die Multiplikation, swen Punkte
die Divigion, ein Strich = die Subtraktion, ein Creuy + die
Qddition, ey Striche = die Sleichbeit, und nun will ich
sum Werke schreiten.

1. €8 8t bekannt, dap schon lingst viele beriihmte
Manner die Leibrenten Rechnung herausgebracht haben.
Man hat nemlich aus fast unibligen Crfabrungen be-

B.Mag. 2 Fabrg. 3 St. Ce gtim-

Abb. 13 Abschrift aus: Gottingisches Magazin der Wissenschaften
und Litteratur. 2.Jg., 1.St., 1781. Kritter J.A., S. 391.

Notenumlauf Mitte November 1923 auf den sagenhaften Be-
trag von 93 Trillionen Mark.

Die deutsche Inflation von 1918 - 1923
Nach Geld-, Bank- und Bérsenwesen von Georg Obst

Zeitpunkt Notenumlauf in Preis des Dollars
(Ende) Mill. Mark in Mark
Juli 1914 1871 4,20
Dezember 1917 11 468 5,09
Dezember 1918 22188 8,00
Dezember 1920 68 800 73,37
Dezember 1921 113 639 184,00
Dezember 1922 1280 095 7 350,00
Juni 1923 17 291 061 154 500,00
15.Nov. 1923 92 844720 743031 4200 000 000 000,00

Sehr groBe und sehr kleine Zahlen lassen sich tbersichtlich
mit Hilfe von Zehnerpotenzen darstellen (s. Abb. 14).

Ausgleichsrechnung

Die Ausgleichsrechnung wurde im Wesentlichen von Carl
Friedrich GauB (1777 - 1855) entwickelt. Nach Rudolf Zur-
miihl ist die von GauB begriindete Ausgleichsrechnung nach
der Methode der kleinsten Quadrate eine der altesten Anwen-
dungen mathematischer Statistik. Diese Methode dient dazu,
fir mit Messfehlern behaftete Beobachtungswerte mdglichst

Abb. 14 Das internationale Einheitensystem (SI)

Potenz Zahl Name Zeichen GroBenbezeichnung
10 > = 1 000 000 000 000 000 000 000 000 Yotta Y Quadrillion
10 % = 1 000 000 000 000 000 000 000 Zetta z Trilliarde
1018 = 1 000 000 000 000 000 000 Exa E Trillion
101 = 1 000 000 000 000 000 Peta P Billiarde
102 = 1 000 000 000 000 Tera T Billion
10 ° = 1 000 000 000 Giga G Milliarde
10 ¢ = 1 000 000 Mega M Million
10 3 = 1 000 Kilo k Tausend
10 2 = 100 Hekto h Hundert
10 = 10 Deka da Zehn

1
10! = 0,1 Dezi d Zehntel
102 = 0,01 Zenti c Hundertstel
103 = 0,001 Milli m Tausendstel
10°° = 0,000 001 Mikro M Millionstel
10°° = 0,000 000 001 Nano n Milliardstel
1072 = 0,000 000 000 001 Piko p Billionstel
10 = 0,000 000 000 000 001 Femto f Billiardstel
107 = 0,000 000 000 000 000 001 Atto a Trillionstel
102 = 0,000 000 000 000 000 000 001 Zepto z Trilliardstel
102* = 0,000 000 000 000 000 000 000 001 Yocto y Quadrillionstel
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gute Néherungen zu finden. Die Bestimmung von Ausgleichs-
geraden und -kurven nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate
hat in der Fehler- und Ausgleichsrechnung wichtige Anwen-
dungen. Die Bedeutung dieser Methode wurde von GauB klar
erkannt. Dank dieser Methode gelang es ihm mit den wenigen
Beobachtungen des Astronomen Piazzi die Ephemeride des
kleinen Planeten Ceres zu berechnen. So erkldrt sich, dass die
genannte Methode haufig das Standardverfahren zur Bestim-
mung der Kurvenparameter war.

Wenn fiir eine anzupassende Kurve Hinweise fiir ein mogliches
Modell fehlen, dann sind Splinefunktionen — ein verhaltnisma-
Big junges Gebiet — hilfreich. Als Beginn der Entwicklung der
Spline-Funktionen gilt eine im Jahr 1946 von Isaak Schoen-
berg (1903 - 1990) vorgestellte Arbeit, in der es u. a. heiBt:
,A spline is a simple mechanical device for drawing smooth
curves.” (Part A, Seite 67). Nach dem Lexikon der Mathema-
tik traten glatte Splines erstmalig in einer Arbeit von L. Collatz
und W. Quade 1938 im Zusammenhang mit der Behandlung
von Fourierreihen auf.

Anwendung von Ausgleich-Splines

Um zu zeigen, wie gut eine Spline-Funktion die ,wahre“ Funkti-
on wiedergibt, wurde eine Funktion verdndert (oder wenn man
will ,verschmutzt*). Dazu wurden Nachkommastellen der Zahl

7 zur Erzeugung normalverteilter Zufallszahlen z, (Erwartungs-
wert 0 und Standardabweichung 1) verwendet. Diese dienten
dann der Gewinnung von Messwerten y; =15 e 4 z,i=
0,1, ...,100. Abbildung 15 zeigt die Rohdaten und deren Aus-
gleichung.

Das Spline-Verfahren bietet die Mdglichkeit, die Stirke des
Ausgleichs zu steuern.

Vorzug interpolierender Spline-Funktionen

Die Uberlegenheit der Spline-Interpolation zeigt sich an dem
Beispiel in der Abbildung 16. Dort wurden die Quadratzahlen
fir die Zahlen von 1 bis 17 dargestellt, wobei der Wert fiir x =
9 auf 87 verdndert wurde (statt 81), um zu zeigen, wie ein In-
terpolationspolynom und eine Spline-Interpolation darauf rea-
gieren. Das Bild spricht fiir sich: die Splineinterpolation zeigt
sich relativ ,robust®, wéhrend das Newton’sche Interpolati-
onspolynom vom Grad 7 stark oszilliert.

In Abbildung 17 wurde die Deklination des Mondes vom Mai
2000 (Quelle: Kosmos Himmelsjahr 2000) fiir Zwecke der Inter-
polation benutzt. Von den 31 Daten fiir Mai wurden elf Knoten
ausgewdhlt, und zwar: 1,4, 7, ..., 31). Damit soll gezeigt werden,
wie eine Splineinterpolation und das Interpolationsverfahren nach
Newton die fehlenden Werte schétzen. Die interpolierten Werte
sind in beiden Féllen zufriedenstellend.

Abb. 15

18

Glattung einer verénderten (verschmutzten) Funktion mittels eines Ausgleich-Spline

16

14

12

10
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Abb. 16 Verhalten von Interpolationspolynom und Spline-Interpolation auf Stdrung
300
280 /
260 —— Quadratzahlen der Zahlen 1 bis 17
—— Newton'sches Interpolationspolynom
240 Spline-Interpolation
220
200 /
Darstellung der Quadrate der Zahlen 1 bis 17,
180 wobei der Wert fir x = 9 verandert wurde
160 (nicht 81, sondern 87).

Es ist bemerkenswert, wie ein interpolierendes
140 Polynom und eine interpolierende
Spline-Funktion darauf reagieren.

0 11 12 13 14 15 16 17 18

Glattung einer Zeitreihe mittels Spline-Funktionen
Glattende oder ausgleichende Spline-Funktionen lassen sich
auch zur Darstellung der glatten Komponente einer Zeitreihe
einsetzen. Abbildung 18 gibt hierfir ein Beispiel anhand von
fiktiven Monatsdaten. Zusétzlich wurde in dieses Schaubild die
Verdnderung der glatten Komponente gegeniiber dem jewei-
ligen Vorjahresmonat mit aufgenommen.

Im Heft 8/2007 der Zeitschrift ,Bayern in Zahlen“ wurden nach
dem Spline-Verfahren gegléttete Werte fiir den Auftragsein-
gang im Verarbeitenden Gewerbe Bayerns abgebildet.

Glattung der rohen Sterbewahrscheinlichkeiten

Gegen Ende des 19. Jahrhunderts wurde die Glattung der
rohen Sterbewahrscheinlichkeiten zum Teil noch abgelehnt.
Inzwischen begegnet man bei der Sterblichkeitskurve dem
Spiel des Zufalls durch Glattung der rohen einjdhrigen Sterbe-
wahrscheinlichkeiten. Das Material fiir eine Sterbetafel ist mit
zufdlligen Abweichungen behaftet. Aufgrund der geringen Be-
setzungszahlen bei den niederen und hohen Altersjahren sind
die rohen Werte dieser Altersjahre weniger zuverldssig als bei
anderen Altersjahren.

Mitte des 20. Jahrhunderts hielt man es fiir vorteilhaft, die

ganze Sterbetafel vom Alter 0 bis 100 nach derselben Me-
thode ausgleichen zu kdnnen.® Dies war damals aber nicht
durchfiihrbar und so erfolgte die Ausgleichung der einjahrigen
Sterbewahrscheinlichkeiten nach verschiedenartigen Verfah-
ren. Ein Nachteil dabei ist, dass an den Endpunkten der Teilbe-
reiche Bruchstellen entstehen. Zum Beispiel mussten bei der
bayerischen Sterbetafel 1970/72 noch drei verschiedene Glét-
tungsverfahren eingesetzt werden, die Altersjahre 1 bis 3 blie-
ben unbehandelt. Fir die Altersjahre 20 bis 80 (mdnnliches
Geschlecht) bzw. 16 bis 80 (weibliches Geschlecht) kam die
15-Punkte-Formel von Spencer . (-3, -6, -5, 3, 21, 46,
67,74, 67, ...), die Faltung von vier Filtern, zum Einsatz. Die-
ser gleitende Durchschnitt stellt einen polynomialen Trend bis
zur dritten Ordnung unverzerrt dar. Die Schétzung der glatten
Komponente mit Hilfe gleitender Durchschnitte hat den Nach-
teil, dass am aktuellen Rand keine Schétzwerte berechnet
werden konnen.*

Die bahnbrechende Entwicklung der elektronischen Daten-
verarbeitungsanlagen ermdglicht die Anwendung des Spline-

*|Im deutschen Sprachraum publizierte 1905 Altenburger seine mechanische
Ausgleichung in den ,Mitteilungen des 6sterreichisch-ungarischen Verbandes
der Privat-Versicherungs-Anstalten”, Neue Folge, 1. Band, 4. Heft, 1905, Seite
211 bis 282.

6 Die Nulljahrigen sind als Sonderfall nicht in die Glattung einzubeziehen.
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Abb. 17 Deklination des Mondes im Mai 2000
25
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verfahrens. Mit den heutigen Rechenmdglichkeiten ist die Re-
chenzeit zur Berechnung einer Splinefunktion mit etwa 100
Stiitzpunkten unwesentlich. So kénnen die einjéhrigen Ster-
bewahrscheinlichkeiten in ,einem Guss*“ einer Gléttung unter-
worfen werden.

An Ausgleichsverfahren werden zwei haufig sich widerspre-
chende Forderungen gestellt. Einerseits bemiiht man sich um
einen glatten Verlauf der auszugleichenden Beobachtungsrei-
he, andererseits ist auf eine wirklichkeitsgetreue Wiederga-
be der Beobachtungen zu achten. In der Lebensversicherung
kann die Verwendung von rohen Sterbewahrscheinlichkeiten
zu sprunghaften Prdmien fiihren.

Bei der Erstellung der bayerischen Sterbetafeln 1986/88 und
1996/98 wurden bereits Spline-Funktionen (nach Christian
H. Reinsch) eingesetzt. Siehe hierzu die Hefte 9/1991 und
8/2001 sowie 5/2002 der Zeitschrift ,Bayern in Zahlen®. Au-
Berdem wurde die jahrliche Entwicklung der mittleren Lebens-
erwartung eines bayerischen Neugeborenen (ménnlich bzw.
weiblich) fiir die Jahre 1895 bis 1997 mittels einer interpo-
lierenden Splinefunktion graphisch dargestellt (siehe Schau-
bild 3 in Heft 8/2001 von ,Bayern in Zahlen“ bzw. Seite 30
(aktualisiert).

Karl-August Schaffer machte auf die Vorziige des Spline-Ver-
fahrens bei der Glattung der rohen Sterbewahrscheinlichkeiten
aufmerksam (Schéffer, Karl-August: Ausgleichung durch Spli-
nefunktionen und ihre Anwendung auf Sterbetafeln. Allge-
meines Statistisches Archiv, Heft 14 (Splinefunktionen in der
Statistik), S. 24 ff.

Um rasch einen ersten Eindruck dber eine Sterblichkeitskur-
ve zu gewinnen, kann auf das Angebot an mechanischen Aus-
gleichsformeln zur Glattung der rohen Sterbewahrscheinlich-
keiten von Walter Swoboda zuriickgegriffen werden. Zum
Beispiel liefert die von ihm entwickelte 21-Punkte-Formel ge-
glattete Werte fiir die Altersjahre 11 bis 90. Am oberen En-
de der Kurve kann man sich mit einer Extrapolation (basierend
auf einer parabolischen Regression oder der Berechnung eines
logistischen Trends) weiterhelfen. Am unteren Rand gestalten
sich dagegen die Dinge allerdings nicht mehr so einfach. Dabei
konnte die Ausgleichung mittels gleitender Durchschnitte er-
folgen. Hingewiesen wird auf eine 9-Punkte-Formel, die Walter
Swoboda in seinem Beitrag Allgemeine bayerische Sterbetafel
1970/72 angab; s. ,Zeitschrift des Bayerischen Statistischen
Landesamts®. 106. Jg. 1974, S. 2.
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Rechengerate — eine Skizze der Entwicklung

Erst eine fortgeschrittene Rechentechnik und die Verfiigbarkeit geeigneter Rechenhilfen ermog-
lichten eine fundierte Bewertung von Leibrenten. Im Rahmen eines historischen Abrisses der Leib-
renten wird der folgende Beitrag einem Streifzug in das Reich der Rechenknechte gewidmet. Die
revolutiondre Entwicklung der elektronischen Rechenanlagen machte die Anwendung von Spline-
Funktionen zur Glattung der rohen einjahrigen Sterbewahrscheinlichkeiten moglich. Damit wurde es
praktikabel, eine Sterbetafel vom Alter 1 bis etwa 100 nach ein und derselben Methode auszuglei-
chen. Die Spalte ,Uberlebende im Alter x“ einer Sterbetafel ist bekanntlich die Grundlage fiir die Be-
rechnung von Versicherungsbarwerten. Die Technik des Rechnens machte im Abendland erst einen
Fortschritt mit der Anwendung des heutzutage benutzten dezimalen Positions- oder Stellenwertsys-
tems, das zur Verbreitung der schriftlichen Rechenkunst fiihrte.

Vorbemerkungen

Durch die Fortschritte in der Mathematik verstérkte sich zu Be-
ginn des 17. Jahrhunderts das Bemiihen die Rechenarbeiten
zu erleichtern. Vor allem in der Astronomie stieg der Rechen-
aufwand gewaltig an. Als zukunftsweisend erwies sich die Ent-
deckung der Logarithmen, die das Rechenverfahren Prostha-
phaerese verdrangte.

Bald nach der Publizierung der ersten Logarithmen-Tafeln
tauchten auch mechanische Hilfsmittel zum Rechnen auf. Vor
Blaise Pascal (1623 - 1662), der lange als der Erfinder der Re-
chenmaschine galt, fertigte Wilhelm Schickard (1592 - 1635)
eine Skizze fir eine mechanische Rechenmaschine.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) entwarf eine Rechen-
maschine fir alle Grundrechnungsarten bis zu sechsstelligen
Zahlen. Der Polyhistor Leibniz, der unabhéngig von Newton die
Infinitesimalrechnung entwickelte, verfasste auch zahlreiche
Denkschriften zur Verbesserung der Krankheits- und Alters-
vorsorge, zur Errichtung von Renten- und Pensionskassen und
zur Schaffung von Systemen der Lebensversicherung. Auf die
theoretischen Vorteile des Dual- oder Zweiersystems (auch
dyadisches oder bindres System genannt), das spéater von ent-
scheidender Bedeutung fiir die Erfindung des Computers wer-
den sollte, haben Juan Caramuel 1670 und Gottfried Wilhelm
Leibniz 1679 hingewiesen. Es dauerte noch lange, bis die Lo-
garithmen-Tafeln durch Rechenmaschinen verdrangt wurden.

Ein dhnliches Schicksal wurde auch dem Rechenschieber oder
Rechenstab zuteil, der einmal ein unentbehrliches Hilfsmittel

war. Bei einiger Ubung kam man mit ihm rascher — wenn auch
ungenauer — zu einem Ergebnis als mit der Logarithmentafel.

Definiert man den Begriff ,Rechner” im Sinne von Rechenma-
schine, so fallen archaische Hilfsmittel wie der Abakus (Re-
chenbrett) ebenso darunter wie ein moderner Computer (zum
Beispiel der Supercomputer ,Blue Gene/L* von IBM). Die Fi-
nanzbranche soll heutzutage mehr Rechner kaufen als fast je-
der andere Wirtschaftszweig. Zur Herkunft der heutigen Be-
zeichnung Computer fiir eine Maschine zum Rechnen oder zur
Datenverarbeitung: Komputus stand einst fiir die Berechnung
der Kirchenfeste (computus ecclesiasticus).

Der Einsatz elektronischer Rechenanlagen brachte neue Diszi-
plinen, vor allem in der angewandten Mathematik, hervor, die
man sonst nicht entwickelt hatte, weil der Faktor Zeit im We-
ge stand. Im Folgenden werden ausgewahlte Ereignisse in der
Geschichte der Rechenmaschinen gestreift.

Rudolf Zurmiihl schrieb in seinen ,Bemerkungen zum Zahlen-
rechnen® den Satz: ,Auch das Zahlenrechnen ist eine Kunst,
die gelernt sein will. Es erfordert stdndige Sorgfalt und Kon-
zentration, und auch dann lassen sich Rechenfehler nicht aus-
schalten.”; vgl. Praktische Mathematik fiir Ingenieure und Phy-
siker. Berlin 1965.

Der Rechenschieber — ein vormals unentbehrliches
Werkzeug

Etwa 1624 erfand Edmund Gunter (1581 - 1626) den loga-
rithmischen Rechenstab, die ,Régle a calcul“ oder der ,Sli-
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ding Rule.“ Seine Schrift The description and use of the sec-
tor, cross-staff and other instruments (London 1624) enthélt
auch die Beschreibung des friiher unter dem Namen ,Gunter’s
Line* bekannten Rechenstabes, vgl. Wolf, Rudolf: Geschich-
te der Astronomie. Miinchen 1877, S. 354. Fiir das Rechnen
wurde ein Zirkel gebraucht. Diesen machte Edmund Wingate
(1593 - 1656) durch Hinzufligen einer zweiten Skala entbehr-
lich. Zwei Schriften von Wingate sind: ,Construction et usa-
ge de la regle de proportion Paris 1624 und ,0f natural and
artificial arithmetic* London 1630. Erst 1850 bekam der Re-
chenschieber durch Amédée Mannheim das klassische Aus-
sehen, dass er bis zu seinem Ende um 1980 beibehielt. Bis
zum Erscheinen des elektronischen Taschenrechners war der
Rechenschieber ein unentbehrliches Werkzeug fiir Berech-
nungen in vielen Bereichen.

Entwurf einer mechanischen Rechenmaschine zu Beginn
des 17. Jahrhunderts

Es ist der Kepler-Kommission der bayerischen Akademie der
Wissenschaften zu verdanken, dass man von der von Wil-
helm Schickard entwickelten Rechenuhr etwas erfahren hat.
Im Nachlass von Kepler fand man eine Skizze dieser Rechen-
maschine, die einem Brief Schickards an Kepler aus dem Jahr

Abb. 1 Skizze der Rechenuhr von Wilhelm Schickard von 1623.
Aus: Kleine Enzyklopddie Mathematik. Frankfurt 1972.

1623 beilag (s. Abb. 1). Beide waren (brigens Schiiler von
Michael Maestlin. Blaise Pascal (1623 - 1662) soll bereits als
16-jdhriger an der Erfindung einer Rechenmaschine gearbeitet
haben. Die Idee dazu kam ihm, als er fir seinen Vater, einem
Steuerverwalter, Rechenarbeiten durchfihren musste. 1642
konnte er seine mechanische Rechenmaschine vorfiihren.

Es dauerte bis 1694 ehe die von Gottfried Wilhelm Leibniz
entworfene Rechenmaschine fiir alle Grundrechenarten fer-
tig war (weil damals nur wenige Feinmechaniker verfiigbar
waren). Diese Rechenmaschine soll bis 1920 benutzbar ge-
wesen sein, so Erich Hochstetter (1888 - 1968). Felix Klein
(1849 - 1925) schrieb: ,seine Maschine ist uns noch heute
als eins der kostbarsten Besitztimer des Kastner-Museums in
Hannover erhalten.*

Zahlensysteme

Leibniz beschéftigte noch ein weiterer Gedanke: Seine ,Dya-
dik“ oder bindre Arithmetik, d.h. die Darstellung aller Zahlen
nur mit den Ziffern 0 und 1. Abbildung 2 zeigt die handschrift-
liche Aufzeichnung De Progressione Dyadica (Das dyadische
Zahlensystem) vom 15. Mérz 1679. Sein Aufsatz Explica-
tion de I'Arithmétique Binaire (Erkldrung der bindren Arithme-
tik) erschien 1703 in einer der angesehensten wissenschaft-
lichen Zeitschriften des 17. und 18. Jahrhunderts, der ,Histoire
de I'’Académie Royale des Sciences”, Année MDGCIII, in Paris.
Der ausfiihrliche Titel in das Deutsche ibertragen von Dr. Ru-
dolf Soellner, Miinchen: ,Erkldrung der Bindren Arithmetik, die
sich einzig der Zahl-Zeichen 0 und 1 bedient; mit Bemerkungen
Uber ihre Nitzlichkeit und Giber den Sinn, den sie den alten chi-
nesischen Zeichen Fo-his verleiht. Von G. W. Leibniz“; vgl. Hermn
von Leibniz’ Rechnung mit Null und Eins / Siemens AG. Berlin,
Miinchen 1966.

In Vergessenheit scheint Caramuel geraten zu sein, der vor
Leibniz tiber die bindre Darstellung von Zahlen publizierte.

Bindre Darstellung der Dezimalzahlen 0 bis 16
nach Caramuel und Leibniz
Dezimalzahl Bindr nach Caramuel | gi . ach Leibniz (1679)
(1670)
0 0 0
1 a 1
2 a0 10
3 aa 1
4 a00 100
5 ala 101
6 aal 110
7 aaa 111
8 a000 1000
9 a00a 1001
10 a0a0 1010
1 alaa 1011
12 aa00 1100
13 aala 1101
14 aaal 1110
15 aaaa 1M1
16 a0000 10000

Abbildung 3 zeigt einen Ausschnitt aus seinem Werk Mathesis
biceps aus dem Jahr 1670.
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Abb. 2 De Progressione Dyadica (Das dyadische Zahlensystem) von Gottfried Wilhelm Leibniz (15. Mdrz 1679). Aus: Herrn von Leibniz* Rechnung mit Null

und Eins / Siemens AG. Berlin, Miinchen 1966.

Bedeutsam wurde das Zahlensystem mit der Grundzahl 2 spa-
ter fiir die Computer. Nutzen ldsst sich das Bindrsystem auch
fur mathematische Spiele (genannt sei das Nim-Spiel).

Im Rahmen der Nutzung von Computern sind folgende Zah-
lensysteme gebrduchlich: Dual-, Oktal-, Hexadezimalsystem.
Die Namen der Zahlensysteme sind abgeleitet aus der Gro-
fe der Basis. Allgemein ldsst sich jede zur Basis 10 gegebene
Zahl N, (dezimale Form) in ihre entsprechende Darstellung in
einem anderen Zahlensystem umrechnen. Denkbar ist also
auch ein System, dass neben den Ziffern 0 bis 9 alle Buchsta-
ben des Alphabets einbezieht (36er System). Zwei Beispiele:
999 999 999, ) = 3BYACIFF,, = GJDGXR,; und

60 380 299 597 586,, = 36EA624F1712,, = LEIBRENTE,,.
Augenfdllig ist die Einsparung an Zeichen beim ,36-System.*

Beginn der Rechenmaschinenindustrie
Uber den Entwicklungsstand der mechanischen Rechenma-
schinen zu Beginn des 18. Jahrhunderts informiert die im Jahr
2002 herausgegebene Schrift Meisterwerke aus dem Deut-
schen Museumn Band IV. Dort erfahrt man auch etwas iber
die Rechenmaschine von Jacob Leupold.

Philipp Matthaus Hahn (1739 - 1790) entwickelte 1770 die
erste verlassliche Vierspeziesrechenmaschine.

Der franzosische Versicherungsfachmann Charles Xavier Tho-
mas (1785 - 1870) erhielt 1820 ein Patent auf seine , Arithmo-
meter genannte Rechenmaschine. Er gilt als der Begriinder
der Rechenmaschinenindustrie. Ned Chapin berichtete, dass
Thomas die Idee von Leibniz erweiterte, indem er den Stufen-
zylinder mit einer Kurbel versah und eine ziemlich verldssliche

HEE} (BB 88 B R
ARTICVLVS L.

De Binaria Arithmetica.

& Num. II1.

== Vas Vnitates nomerat :
a=|| & pofte3 duos Binarios:
& pofted duos Binario-
rum Binarios; & fic pro=
greditur inginfinitum.s .
Ided nominatur Bina-
riasquiaper binas Vni-
tates, binos Binarios »
binos-Binariornm Binarios, &c.fuas petiodos
abfolvit. Puta; fi fic procederet -

ne

Abb. 3 Aus: Caramuel Lobkowitz, Juan:
loannis Caramuelis Mathesis Biceps. Vetus et Nova.
Campaniae 1670, XLV.
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handkurbelbetriebene Vierspeziesrechenmaschine baute. ,Die-
se Maschine wird oft der GroBvater aller heutigen Tischre-
chenmaschinen genannt, weil sie in ganz Europa nachgebaut
wurde und auch die weitere Entwicklung in den Vereinigten
Staaten anregte und beeinflusste.” heiBt es in der deutschen
Ubersetzung von Ned Chapin’s Einfiihrung in die elektronische
Datenverarbeitung von 1962.

In Deutschland wurde 1878 die fabrikmaBige Herstellung von
Rechenmaschinen von Arthur Burkhardt in Glashiitte (Sach-
sen) aufgenommen.

Nach 1900 eroberte die mechanische Rechenmaschine

die Biiros

Felix Klein (1849 - 1925) gibt einen Einblick in die Entwicklung der
Rechenmaschinen in seiner Zeit: ,Neuerdings breitet sich ndmlich
die Benutzung der Rechenmaschine mehr und mehr aus, und sie
macht die Logarithmentafel (iberfliissig, da sie ein viel rascheres
und sichereres direktes Multiplizieren gestattet. Freilich ist die Ma-
schine heute noch so teuer, dass nur groe Rechenbiiros sie sich
anschaffen kdnnen; aber wenn sie erst einmal wesentlich verbil-
ligt sein wird, wird eine neue Phase des numerischen Rechnens
beginnen“ (Klein, S 188).

Eine der verbreitetsten mechanischen Rechenmaschinen war
die ,Brunsviga“, die von den Brunsviga-Maschinenwerken
Grimme, Natalis und Co. in Braunschweig vertrieben wur-
de. lhre Konstruktion stammte urspriinglich von dem schwe-
dischen Ingenieur Odhner, sie wurde aber wesentlich ver-
bessert. Felix Klein erldutert diese Maschine in seinem Buch
Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus I. Vierte
Auflage. Nachdruck 1968.

Curta (System Curt Herzstark) — eine Universalrechenma-
schine im Taschenformat

Die kleinste je gebaute mechanische Rechenmaschine wurde
ab 1948 in Lichtenstein hergestellt, die ,Curta“. Der ab 1954
gebaute Typ Il wog (ohne Dose) etwa 360 Gramm (siehe Abb.
4). Mit der Vier-Spezies-Rechenmaschine konnten Multiplika-
tionen bis zu einem fiinfzehnstelligen Ergebnis durchgefiihrt
werden; so zum Beispiel die Multiplikation von 31 622 776
mit 31 622 776 = 999 999 961 946 176 (die Kurbel muss-
te nur 22mal gedreht werden). Dividiert man 2721 durch
1001, so erhdlt man die Losung 2,7182818 — eine gute Ap-
proximation fiir die Zahl e, die Basis der natiirlichen Logarith-
men. Bei der Division war der Quotient im achtstelligen Um-
drehungszéhlwerk abzulesen. Die Anwendungsmdglichkeiten

Abb. 4 Die kleinste je gebaute mechanische Rechenmaschine, die ab
1954 hergestellt wurde: die ,Curta“ (Type Il — System Curt Herzstark).

der ,Curta” bringt der Aufsatz Programme fiir die Berech-
nung von Wurzeln, Polynomen und Potenzreihen mit Hand-
rechenmaschinen zum Ausdruck. Dieser Beitrag von Dr. H.
Schilt aus Biel war auf die ,Curta“ abgestellt, vgl. ,Schwei-
zerische Bauzeitung®. Sonderdruck aus dem 76. Jahrgang,
Heft 21, 24. Mai 1958. Zwei Beispiele aus dem genannten
Beitrag: Die Berechnung von 3786 und e%%°. Im Jahr 1972
wurde die Produktion eingestellt (vom Modell Il wurden etwa
60 000 Exemplare hergestellt). Mit dem Erscheinen des elek-
tronischen Taschenrechners kam das Ende des Rechnens mit
der Kurbel. Das von Curt Herzstark (1902 - 1988) geschaffene
Wunderwerk der Mechanik ist heute ein begehrtes Sammler-
stiick, das Teil der Industriegeschichte ist. Im Jahr 2006 wur-
de diese Minirechenmaschine als Motiv einer Briefmarke des
Firstentums Liechtenstein gewahlt. Das auf keine Stromquel-
le angewiesene Recheninstrument ist préziser als manch mo-
derner Taschenrechner. Weltbekannte Hersteller mechanischer
Rechenmaschinen waren z.B. Brunsviga, Facit, Odhner, Re-
mington, Rheinmetall, Walther — Namen die heute in Bezug auf
Rechenmaschinen gerade noch Sammlern etwas sagen.

Die Tischrechenmaschinen mit elektrischnem Antrieb werden
hier nicht behandelt.
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HP-35: Ein Markstein in der Geschichte der
Taschenrechner

Mit dem HP-35 (gebaut von 1972 - 1975) von Hewlett-Pack-
ard kam ,ein wissenschaftlicher Taschenrechner, praktisch
wie ein Rechenschieber aber mit der Genauigkeit und Schnel-
ligkeit eines kleinen Computers” auf den Markt, so die da-
malige Beschreibung. Das weniger als 300 Gramm schwere
Gerat war mit 35 Tasten ausgestattet und arbeitete mit , Stack-
Technik® (4 Register). Werte wurden Giber den Rechenbereich
von 200 Dekaden (10-9 bis 10%) mit bis zu 10 Stellen ange-
zeigt (siehe Abb. 5). Das Modell 35 war mit vier Registern plus
einem Speicher fiir Konstanten ausgeriistet. Die ,Stack”-Re-
gister wurden fiir einfache Rechnungen oder komplexe Pro-
bleme verwendet, bei denen mit Zwischenergebnissen gear-
beitet wurde. Die Handhabung des Rechners zeigt Abbildung
6. Zwischenergebnisse brauchten weder aufgeschrieben noch
wieder eingegeben zu werden.

Im Erfahrungsbericht iiber den Taschenrechner Modell HP-
35 wurde fiir die Aufgabe 2: GroBkreis-Entfernung zwischen
San Francisco und Miami die Rechenzeit mit dem HP-35 derje-

Abb. 5 Der erste technisch-wissenschaftliche Taschenrechner von Hew-
lett-Packard: das Modell HP 35 (ab 1972 hergestellt).
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Abb. 6 Dieses Bild zeigt die Eingabe von Rechenaufgaben in den Rechner
HP 35, der nach einem Prinzip arbeitete, das als umgekehrte polnische
Notation (Lukasiewicz) bekannt ist.

nigen mit dem Rechenschieber gegeniibergestellt: 65 Sekunden
mit 10stelliger Losung / 5 Minuten mit 4stelliger Losung. Der
HP 35 war der erste Taschenrechner von Hewlett Packard mit
RPN (Reverse Polish Notation). Diese Abkiirzung steht fiir Um-
gekehrte Polnische Notation. Jan Lukasiewicz entwickelte 1920
die Polnische Notation als Schreibweise fir mathematische
Ausdriicke ohne Verwendung von Klammern. Die Inverse Pol-
nische Notation erlangte Relevanz in der Rechentechnik. Durch
den HP-35 wurden Logarithmen- und trigonometrische Tafeln
tberfliissig. Ein dhnliches Schicksal wurde dem Rechenschie-
ber zuteil (s. Abb. 7).

Der erste programmierbare Taschenrechner der Welt, der HP-
65, wurde bereits 1974 prdsentiert. Er bot auBerdem die Mog-

Abb. 7 Logarithmischer Rechenschieber mit Laufer und Zunge: Aristo-
Studio, Modell Nr. 868 (um 1965 hergestellt).
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lichkeit, Programme und Daten auf Magnetkarten zu spei-
chern.

Mit dem 1979 eingefiihrten Taschenrechner HP-41C war es
z. B. méglich, die Lésungen fiir Gleichungssysteme mit bis zu
14 Unbekannten zu bestimmen (Gauf’sches Eliminationsver-
fahren mit modifiziertem Pivot-Verfahren).

Im Verborgenen wachsende Rundungsfehler konnten die Genau-
igkeit numerischer Rechnungen beeintrachtigen. So zum Beispiel
bei bestimmten Zinsrechnungen. Abhilfe konnte dadurch ge-
schaffen werden, dass man den Logarithmus in einer geeigneten
Weise einsetzte.

Ausgespart wird die Geschichte der Personal Computer (nur
soviel: den Anfang machten 1974 Ed Roberts und Eddie Cur-
ry mit einem Computer-Bausatz; ein Personal-Computer kam
1977 auf den Markt: der von Steven Paul Jobs und Stephen
Wozniak entwickelte Apple I).

Nach diesem Streifzug in das Reich der Handrechenmaschi-
nen folgt ein Abstecher in die Anfangszeit der Rechenanlagen
im 19. Jahrhundert.

Der postume Triumph Babbage’s

Bedeutende Arbeiten auf dem Gebiet der Rechenmaschinen
leistete Charles Babbage (1792 - 1871). Er baute eine soge-
nannte ,difference engine®, die der Erstellung von Tabellen-
werken (z.B. Logarithmen und dritte Potenzen) dienen sollte.
AuBerdem hatte er einen Entwurf (1833) fiir eine ,analytische
Maschine®, die schon die Grundeinheiten eines modernen
Computers zeigte: Rechenwerk, Zahlenspeicher, Lochkarten-
steuereinheit (die er vom automatischen Webstuhl Gibernahm),
Dateneingabegerét fiir Zahlen und Programm sowie eine Daten-
ausgabeeinheit mit Druckwerk. Seine Plane scheiterten jedoch
an dem noch unzureichenden Stand der damaligen Technik.

Der postume Triumph des englischen Mathematikers Charles
Babbage blieb nicht aus: ,Angetrieben von einer Handkurbel,
rechnete am 29. November 1991 eine drei Tonnen schwere
Maschine aus rund 4 000 bronzenen und gusseisernen Teilen
x’ fir alle x von 1 bis 100 aus.“, vgl. Denkendes Raderwerk.
In: ,Spektrum der Wissenschaft®, Mdrz 1993. Die nach den
Originalzeichnungen gebaute ,Difference Engine No. 2“ liefer-
te fehlerlose Resultate.

Datenverarbeitung: Lochkarte als Datentrager
Die von Hermann Hollerith (1860 - 1929) entwickelte Loch-
kartentechnik, die bei der 11. amerikanischen Volkszéhlung

im Jahr 1890 erfolgreich zum Einsatz kam, leitete eine Epo-
che von elektromechanischen Rechenmaschinen ein. ,Die-
ser Zensus war gleichsam die Killer-Applikation der Maschi-
ne.“ (Bernhard J. Dotzler in der FA.Z. vom 10. Mdrz 2001:
Holleriths Killer-Applikation: Der Erfinder der Schaltungstech-
nik hatte sich nicht vertippt: Seine Lochkarten-Zahimaschine
war Saat und Staat zugleich). Dotzler erlautert: ,Eine Killer-
Applikation' ndmlich heiBt im Computerjargon ein Programm,
dessen Markterfolg so durchschlagend ist, dass Konkurrenz-
produkte so gut wie chancenlos danebenstehen.” Die Lochkar-
tenmaschinen fiihrten einfache Rechnungen (z.B. Summenbil-
dungen) mit in Karten gestanzten
Zahlen aus. |
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Fir die manuelle Aufbereitung von Daten gab es im Wesent-
lichen zwei Verfahren: Das Legeverfahren und das Listenver-
fahren.

Computerpioniere

Als Erfinder der elektronischen Datenverarbeitungsanlage wer-
den Konrad Zuse (1910 - 1995) und Howard Hathaway Aiken
(1900 - 1973) angesehen. Den ersten voll funktionsféhigen
Computer der Welt mit Programmsteuerung, den Zuse Z 3,
stellte Konrad Zuse 1941 vor.

Howard Hathaway Aiken fertigte in Zusammenarbeit mit der
IBM Corporation 1944 den ersten programmgesteuerten
Computer Amerikas, den MARK 1. Aiken kannte im Gegensatz
zu Zuse die Arbeiten von Babbage.

Der geniale Mathematiker John von Neumann (1903 -
1957) schlug 1946 den Bau speicherprogrammierter Re-
chenanlagen vor. Angestrebt wurde eine flexiblere Program-
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mierung, Konrad Zuse hatte sich damit schon befasst (,Plan-
kalkiil“). AuBerdem gewann die Forderung nach schnelleren
Losungswegen eine immer wichtigere Bedeutung.

Die erste vollelektronische Rechenanlage der Welt entstand in
den USA, es war ENIAC (Electronic Numerical Integrator and
Automatic Computer). Diese von John P. Eckert (1919 - 1995)
und John W. Mauchly (1907 - 1980) entwickelte Rechenanla-
ge erregte Aufsehen durch hohe Arbeitsgeschwindigkeit (Mul-
tiplizieren zweier 10stelliger Zahlen in 1/350 Sekunden oder
2,8 Millisekunden) und grofen Aufwand (rund 18 000 Elek-
tronenréhren). Spater wurde bekannt, dass Mauchly Konzepte
von John V. Atanasoff (1903 - 1995) kannte.

Der Computer ENIAC brauchte 1949 noch 70 Stunden um
2 037 Stellen der Zahl rr zu berechnen (Reitwieser et. al.).
Dabei kam die arctan-Formel von John Machin (1680 -
1752) zum Einsatz. Machin berechnete 1706 einhundert
Nachkommastellen von m.

Am 29. Juli 1961 berechnete eine IBM 7090 im Dualsystem
schon 100 265 Dezimalstellen der Zahl 7. Das Programm er-
stellten Daniel Shanks und John W. Wrench jun. Angewandt
wurden arctan-Formeln (eine von C. Stormer und eine von C.F.
GauB). Nach der Formel von Stormer (1896) wurden 8 Stun-
den und 43 Minuten bendtigt, nach der von Gau 4 Stunden
und 22 Minuten. Die Ubertragung in das Dezimalsystem dau-
erte 42 Minuten. Das Berechnen von 7 bis auf einige tausend
Stellen nach dem Komma wurde als Testprogramm fiir neue
Computer verwendet. Im Juli 1997 wurden fiir die Berech-
nung von 51,5 Milliarden Nachkommastellen der Zahl r (Ya-
sumasa Kanada) etwa 29 Stunden bendtigt — eine erstaun-
liche Entwicklung

Isaak Newton berechnete iibrigens 1665  auf 15 Stellen (13
korrekt) und kommentierte dies so: ,Ich schdme mich, wenn
ich Ihnen sage, auf wieviele Stellen ich diese Berechnung aus-
fuhrte, weil ich gerade nichts anderes zu tun hatte.“ (zitiert
nach Jorg Arndt, Christoph Haenel: Pi: Algorithmen, Compu-
ter, Arithmetik). Ist das Rechnen auf viele Stellen nur Spiele-
rei? Wie auch immer: Die Tauglichkeit der Nachkommastellen
von Pi als ,Zufallszahlen“ wurde bereits zum Ausdruck ge-
bracht (siehe Ein Blick in die Geschichte der Wahrscheinlich-
keitsrechnung, S. 79).

Die weiteren Entwicklungsstufen der Computertechnik sollen
hier nicht nachgezeichnet werden. Zur historischen Entwick-

lung der groBrechnerbasierten Datenverarbeitung wird auf
den Aufsatz Das IBM-GroBrechner-Betriebssystem z/0S von
Christian Stangl hingewiesen, siehe Heft 12/2004 und 1/2005
der Zeitschrift ,Bayern in Zahlen.*

Bemerkt sei noch, dass das Dualsystem ein wesentliches Ele-
ment der Computertechnik wurde. Heute wird der Computer
nicht mehr nur als Rechner, sondern in vielfaltiger Form bis
hin zum Erschaffer virtueller Welten und Personen, sog. Ava-
tare, benutzt. Zur Entwicklung der elektronischen Rechenanla-
gen bemerkte Ned Chapin: ,Es ist merkwiirdig genug, dass die
Entwicklung der elektronischen Rechenanlagen von etwas ab-
hing, das doch in scheinbar keinerlei Zusammenhang mit ih-
nen stand — vom Radar."

Zum Nutzen elektronischer Rechenmaschinen

René Descartes (1596 - 1650) legte 1637 die Grundlagen der
analytischen Geometrie dar (anonym): Discours de la Métho-
de (Abhandlung tber die Methode) — ,La Géométrie“. So war
der Weg bereitet, Gleichungen bildhaft zu beschreiben. Diese
Gedanken konnten allerdings erst dann in die Praxis umgesetzt
werden, als auBer Lineal und Zirkel ein weiteres Werkzeug zur
Verfligung stand: der Computer.

Die Erfolge der Raumfahrt gdbe es ohne die elektronische Da-
tenverarbeitung nicht. Die gewaltige Entwicklung der Leis-
tungsféahigkeit programmgesteuerter elektronischer Rechen-
anlagen gab der Numerischen Mathematik einen beachtlichen
Schub. Hierzu zéhlen auch die Spline-Funktionen, die sich
zum Beispiel zur Gléttung der rohen Sterbewahrscheinlich-
keiten eignen. Ein Ausgleich-Spline lasst sich auch zur Dar-
stellung der glatten Komponente einer Zeitreihe einsetzen.

Beim Beweis des Vierfarbenproblems (,four colors suffice®)
war der Einsatz des Computers von Bedeutung. Ende 2003
wurde die Losung eines auf Archimedes (287 - 212 v. Chr.)
zuriickgehenden Rdtsels mit dem Computer geldst: Das sog.
»otomachion“. Hieriiber berichtete die SZ in ihrer Ausgabe
vom 19. Dezember 2003 unter der Uberschrift ,17 000 Quad-
rate aus 14 Teilchen®.

Erwahnt sei der Vortrag im Einsteinjahr 2005 von Prof. Dr.
Hanns Ruder (Theoretische Astrophysik, Universitdt Tibin-
gen) in Berlin mit dem Titel Was auch Einstein sicher gern ge-
sehen hétte. Im Einladungstext hieB es: ,Da wir nicht taglich
mit >fast Lichtgeschwindigkeit< zur Arbeit fahren, kénnen
wir leider keinen intuitiven Zugang zur Relativitatstheorie von
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Abb. 8 Computer-Kreationen aus der grafischen Werkstatt von Univac.
Aus: Capital 5/70

Einstein entwickeln. Dank moderner Rechner und Computer-
graphik ist es aber heute moglich, die relativistischen Effekte
zu visualisieren. Wir ,verstehen’ sie dadurch zwar noch lange
nicht, aber wir sehen sie wenigstens!*

Die USA griindeten 1957 ARPA (Advanced Research Projects
Agency). Diese Institution befasste sich mit der Vernetzung
unterschiedlicher Computersysteme und schuf das ARPAnet,
den Vorldufer des Internets. Das Konzept fiir das World Wi-
de Web (WWW) entwarf 1989 Tim Berners-Lee, Forscher am
Kernforschungszentrum CERN in Genf, um die Fiille von Infor-
mationen besser nutzen zu konnen.

Zur Kennzeichnung der Beziehungen zwischen Menschen und
Computern kam der Begriff ,Cyber” auf. Die Namensgebung
geht auf Norbert Wiener (1894 - 1964) zuriick. Im Jahr 1948
erschien sein Werk Cybernetics or control and communica-
tion in the animal and the machine. Die sprachliche Wurzel
findet sich im griechischen Wort xvBepviitng (Steuermann);
gubernator ist das lateinische Wort fiir Steuermann.

Testen von DV-Programmen
Die Arbeitsanweisungen fiir den Computer heiBen Pro-
gramme. Der Aufwand zum Testen der Programme darf nicht

Abb. 9 Computer-Kreationen aus der grafischen Werkstatt von Univac.
Aus: Capital 5/70

unterschdtzt werden. Dennoch konnen beim Testen der Pro-
gramme Fehler unentdeckt bleiben. Da Hardwarefehler so gut
wie ausgeschlossen sind, handelt es sich meist um Program-
mierfehler. Diese konnen sich gewaltig auswirken. Der Verlust
der amerikanischen Raumsonde Mariner 1 im Jahr 1962 be-
ruhte auf einer unzutreffenden Anweisung in einem FORTRAN-
Programm (Punkt statt Komma).

Computer-Graphik

Die Anfénge der Computer-Graphik liegen in den 50er Jahren
des vorigen Jahrhunderts. Die Pioniere konnten fiir ihre Arbei-
ten die Computer nur nachts nutzen; die Rechenzeit war be-
gehrt und kostbar.

Mit ,Lochkarten-Kunst“ wurden 1970 die neuesten Compu-
ter-Kreationen aus der grafischen Werkstatt von Univac betitelt
(Capital 5/70). In Sachen Computer-Grafik diskutierte man die
Frage: Kunst oder nicht Kunst. Die Abbildungen 8 und 9 stam-
men aus dem angesprochenen Beitrag.

tui digiti (deine Rechenfertigkeit)

Es ist bemerkenswert, dass die moderne Datenverarbeitung
etymologisch an das Rechnen mit den Fingern ankniipft. Man
denke an die Digitalrechenanlage (digital computer). Nach
Brockhaus heiBit digital [von lat. digitus ,Finger®], 1) mit den
Fingern; in Datenverarbeitung, Messtechnik u. dgl.: zahlenmé-
Big, quantitativ (Gegensatz: analog). 2) ziffernmaBig.

Dies erinnert an den lateinischen Ausdruck ,tui digiti“ (deine
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Rechenfertigkeit), siehe Der kleine Stowasser. Digit verbirgt
sich auch hinter der Bezeichnung Bit, die Abkiirzung des eng-
lischen ,binary digit“. Ein Bit kann zwei Werte, 0 oder 1, an-
nehmen, wobei acht Bits ein Byte bilden.

Technische Meilensteine

Einen ungefahren Uberblick tber die technische Entwicklung
seit dem Ende des 19. Jahrhunderts vermittelt die nachfol-
gende Ubersicht, die dem Bulletin der Credit Suisse entnom-
men wurde. Diese Darstellung bezieht sich zwar auf das Bank-
wesen, sie diirfte dennoch auf andere Bereiche (bertragbar
sein.

Technische Meilensteine im Banking
Die Liste zeigt, in welchen Jahren die Innovationen bei
der Credit Suisse erstmals eingesetzt wurden:
1880 Telefon
1890  Schreibmaschine
1904  Rechenmaschine
1920  Buchungsmaschine
1935  Fernschreiber
1948  Lochkartenmaschine
1956 Rohrpost
1962 Magnetbandorientierte Datenverarbeitungsanlage
(1. Computergeneration)
1962  Erste Autobank der Schweiz
1967  1BM/360-40 (2. Computergeneration)
1968 Bancomat
1972  Zentrales Rechenzentrum
1974 1BM/370-168 (3. Computergeneration)
1985  Personal Computer (PC)
1993  Phone Banking (Direct Phone)
1997  Internet Banking (Direct Net)
1999  Online Brokerage (youtrade, spéter Direct Net)
2000 Mobile Banking via Handhelds und WAP-Handy
Aus dem Bulletin der Credit Suisse (2.05 Seite 15)

Sonstige Rechenhilfsmittel: Zahlentafeln, Nomographie
und Apparate

Mathematische Methoden werden in vielen Bereichen zur Ge-
winnung numerischer Ergebnisse angewendet. Hierfiir kom-
men graphische, instrumentelle und vor allem numerische
Methoden zum Einsatz.

Eine lange Tradition haben die so genannten Zahlentafeln.

Haufig bendtigte Zahlen hat man einmal berechnet und dann
in Tabellen festgehalten. Dabei wird man weniger an den Ka-
lender denken, der letztlich auch das Ergebnis einer Berech-
nung ist. Als Zahlentafeln gelten zum Beispiel: Tafeln der Qua-
dratzahlen, Quadratwurzeln, Potenzen von 2, Logarithmen,
Fakultéten oder Binomialkoeffizienten. In diesem Zusammen-
hang sei aber auch die ,Gehstunden-Tabelle der Oberdeut-
schen Jesuitenprovinz® (Intervalla Horaria Domiciliorum Pro-
vinciz Germaniz Superioris Societatis IESU) aus dem Jahr
1685 genannt (Bayer. Nationalmuseum, Inv. Nr. R 7589).

Den Babyloniern waren dbrigens schon Tabellen mit Qua-
dratzahlen und Potenzen vertraut. Zinseszinsaufgaben losten
sie mit Hilfe von Zweierpotenzen.

Lange vor der Zeit der elektronischen Rechner wurde das Ra-
dizieren (Wurzelziehen) vielfach mit Rechenschieber oder
Logarithmentafel durchgefiihrt. Fiir das Radizieren konnten
aber auch die Tafeln der Quadratzahlen herangezogen werden.
Zu den Zahlentafeln konnen auch jene Tafeln gerechnet wer-
den, denen man beispielsweise den Barwert % einer
nachschiissigen Rente in Héhe von ,1“ entnehmen kann. So
kann man zum Beispiel fir n = 15 und p = 3% den Barwert
11,93794 ablesen. Genannt sei auch eine Tabelle mit Kom-
mutationszahlen und Versicherungsbarwerten, um etwa fiir
ein Kaufgeschéft auf der Basis einer Leibrente den gesuchten
Barwert zu finden. Die nétigen Ausgangsdaten sind: Der Kauf-
preis, das Lebensalter des kiinftigen Rentenbeziehers und ein
zu wéhlender Zinssatz. Erinnert sei an die Tabellen mit diskon-
tierten Zahlen von Simon Stevin aus dem Jahr 1585.

Manches Rechenergebnis ldsst sich auch auf graphischem
Wege finden, so zum Beispiel das geometrische Mittel. Eine
Grafik dient dabei als Nomogramm fiir die Quadratwurzel aus
ginem Produkt ¢ = /ab .

Unter den Rechenhilfsmitteln nehmen die Nomogramme ei-
ne besondere Stellung ein. Sie lassen sich in fast allen tech-
nischen Bereichen bei wiederkehrenden Rechnungen nutzen.
Als Nomogramm bezeichnet man schon die graphische Dar-
stellung eines funktionalen Zusammenhangs zwischen zwei
Variablen. Sie sind graphische Tabellen, in denen gesetzma-
Bige Zusammenhénge zwischen verdnderlichen GréBen bild-
lich dargestellt werden. Jedes Nomogramm ist nur fiir einen
bestimmten Formeltyp anwendbar.

Zu den Rechenhilfen z&hlen auch die so genannten Rechen-
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scheiben, die fir einen bestimmten Zweck konstruiert wurden
(z.B. Benzinverbrauch, Wéhrungsumrechnung). Im Beitrag
Die Vorausberechnung der Gezeiten des Deutschen Schiff-
fahrtsmuseums wird der élteste deutsche Gezeitenrechner, ei-
ne Papierrechenscheibe, aus dem éltesten deutschen Naviga-
tionslehrbuch von Jacob Alday aus dem Jahr 1578 erwahnt.
Allerdings wird darauf hingewiesen, dass von einer wirklichen
Vorausberechnung nicht die Rede sein kann.

Die harmonische Analyse ist schon lange ein wichtiges Werk-
zeug in Wissenschaft und Technik. Sie dient der Bestimmung
der Fourier-Koeffizienten. Man verwendet sie zur Analyse pe-
riodischer Vorgdnge. Der Rechenaufwand ist betrdchtlich,
selbst bei der Verwendung spezieller Rechenschemata. Der
enorme Zeitaufwand fiir die Fourieranalyse fiihrte zur Entwick-
lung mechanischer Gerate. Schon vor dem Aufkommen der
Elektronik in Wissenschaft und Technik wurden Harmonische
Analysatoren, das sind Apparate zur Bestimmung der Fourier-
Koeffizienten, eingesetzt. Der erste Entwurf eines Fourier-Ana-
lysators stammt aus dem Jahr 1856. Heutzutage werden fiir
die Approximation periodischer Funktionen verschiedene Ver-
fahren herangezogen, darunter die so genannte ,Schnelle Fou-
riertransformation oder ,Fast Fourier Transform® (FFT), eine
effektive Berechnung der diskreten Fourier-Koeffizienten.

Eine besondere Spezies von Analogrechnern waren einst die
Gezeitenrechenmaschinen, um Ebbe und Flut im voraus be-
rechnen zu konnen. Die Vorausberechnung der Gezeiten
gilt als sehr komplex. Im genannten Beitrag des Deutschen

Schiffahrtsmuseums wird darauf hingewiesen, dass die Ge-
zeiten auch heute zu den schwierigsten Problemen der phy-
sikalischen Geographie zéhlen und die mit ihnen befassten
Forschungsinstitutionen werden zu den anspruchsvollsten Su-
percomputer-Nutzern gerechnet.

Erinnert sei an Rudolf Mehmke (1857 - 1944), der in Stuttgart
einen Apparat zur numerischen Aufldsung von Gleichungen
konstruierte (Felix Klein, S. 102).

Rechenkniffe

Zu guter Letzt noch eine Anmerkung: Auch im Zeitalter leis-
tungsfahiger Computer sind effiziente Algorithmen essenti-
ell. Dies zeigen zum Beispiel die Berechnung der Zahl Pi auf
mdglichst viele Nachkommastellen oder der Primzahltest auf
beeindruckende Weise. So lautete es im Vorspann zum Bei-
trag Primzahlen im Schnelltest von Carl Pomerance: ,Prim-
zahlen oder nicht? Das herauszufinden, hdtte einen GroBcom-
puter bei Zahlen mit mehr als zweihundert Stellen bislang fiir
eine Milliarde Jahre beschéftigt. Mit Rechentricks schafft er es
heute in zehn Minuten.”, vgl. ,Spekirum der Wissenschaft®,
Februar 1983.

Rechenkontrollen

SchlieBlich sollen noch die Rechenkontrollen angesprochen
werden. Als Beispiel sei die Charlier-Probe genannt. Einzel-
heiten hierzu finden sich bei Moroney, M. J.: Einfiihrung in die
Statistik Teil I: Grundlagen und allgemeiner Teil. Miinchen und
Wien 1970.
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Beda (um 673 bis 735), genannt Beda Venerabilis, beschrieb im 7. Jahrhundert ein Verfahren der Fingerrechnung.
Aus: Zahlen, messen, rechnen. 1000 Jahre Mathematik in Handschriften und friihen Drucken; Ausstellung der
Staatshbibliothek Bamberg zum Jahr der Mathematik 2008; Katalog; Petersberg 2008.
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Seite aus dem Werk

Lkitab al-dschabr wal-mugabala“.
Abb. aus: Esposito, John L.

The Oxford History of Islam.
Oxford Univ. Press, 1999.

Al-Khwarhemi'’s book Kirek o - el wal-Mugebala, writven im the forst quarter of the minth contury, is ibe oldest Arabic

vk on adgebiea, D s, sl -Khowgrizmi ried fo prowide a theory Dar thee sdunimn ol all vypes of loear sl guastran
equarioms. Pirtially ramdaed oo Liain by Robery of Cheae, the sy served 1o mirsluce the science of algebes o
i,

Mohammed Ibn Musa Alchwarizmi (auch Al-Chwarizmi oder Al-Khwarizmi, gest. etwa
im Jahr 840) trug wesentlich zur Verbreitung der neuen indischen Ziffern und der neuen
Rechenmethoden bei. Am bekanntesten ist sein ,kitab al-dschabr wal-mugabala“= li-
ber algebr et almucabalah; vgl. Vogel, Kurt: Mohammed Ibn Musa Alchwarizmi’s Algoris-
mus: Das friiheste Lehrbuch zum Rechnen mit indischen Ziffern / Nach der einzigen (la-
teinischen) Handschrift (Cambridge Un. Lib. Ms. 1. 6. 5.) in Faksimile mit Transkription
und Kommentar herausgegeben von Kurt Vogel. Aalen 1963.

Auf die neun Ziffern indischen Ursprungs trifft man in Europa in einer spanischen Hand-
schrift aus dem Jahr 976, dem Codex Vigilanus.
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8. Vom Zdihlen und Rechnen 165

DIE STAMMTAFEL UNSERER ZAHLEN
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155 pLdlln A 89

11. Jahrhundert (Apices)

1326 [eaggo ]tj+5|6’789°

15. Jahrhundert 16. Jahrhundert (Diirer)
Fig. 72

Aus: Tietze, Heinrich: Geldste und ungeldste mathematische Probleme aus alter und neuer Zeit. Band 1. Miinchen 1982, S. 165.
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Das Ringen der Rechensysteme: Eine allegorische Darstellung der Arithmetik aus dem Jahr 1503. Sie findet sich in der Margarita
philosophica von Gregor Reisch (1470 - 1525).

Aus: Zahlen, messen, rechnen. 1000 Jahre Mathematik in Handschriften und friihen Drucken; Ausstellung der Staatsbibliothek
Bamberg zum Jahr der Mathematik 2008; Katalog; Petersberg 2008.
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Der aus dem frankischen Staffelstein stammende Ries (auch ,Riese”; 1492 - 1559) vollendete 1522 sein Werk ,Rechnung

auff der Linihen und Federn in ZalmaB und Gewicht auff allerley Handierung*.
Aus: Zahlen, messen, rechnen. 1000 Jahre Mathematik in Handschriften und friihen Drucken; Ausstellung der Staatsbiblio-

thek Bamberg zum Jahr der Mathematik 2008; Katalog; Petersberg 2008.

Beitrage zur Statistik Bayerns, Heft 538 | Statistik und Leibrente?



138

PERITIS MATHEMATICIS

»ES tino Breuiarij Miffalifque
13| emendatio Romano Ponti
fici referuara eflet , 1dque fe
licis recordationis Pius V..
quanta maxima potuit dili-
gentia fuperionbus annis

. ; perficiendum curaffet , atq;
|.___ oo edidiflet: nd tamen id opus
wium eft luis omnibus numeris ablolutum atque perfe-
&um , nifi reftitutio quoque anni & ecclefiattici Kalen-
darij accederet. In eam igitur curam dum Gregor. XIII
Ponr. Max.toto animo & cogitatione incumbir,allatus
eftilliliberab Aloifio Lilio céfcriptus, quineq; incom
modamneque difficilem uiam ac rationem eius rei per
ficiendz proponerc uidebatur. Verum cii ea kalendarij
emendatio multas ac magnas dificuleates afferac , &
iam diuabonis viris omnibus eflagitata,, adoctifsimis
mathematicis fxpe deliberata, & multii agirata, abfolui
tamen adhuc, &ad exitum perduci minime potuerir,
uifum eflt prudentifimo Pontificide eare peritifsimos
quofque huius fcientiz viros confulendos effe, ucres
que omnium communis elt, communi etiam omnium
confilio perficiatur. Cogitarat itaque cum librum cun-
ctis Chriftianis principtbus mitrerc,ue ipft adhibiris
peritioribus mathematicis , illum aut fux fentenna
comprobarent , aut (i quid dectle uiderctur, id ompe
A abfol-

Aus: Gregorius <Papa XIIl.>, Lilius, Aloisius:
Compendium novae rationis restituendi kalendarium/
[Vorentwurf der Kalenderreform an die weltlichen
Firsten. Basiert teilweise auf einem nicht verdffentlichten
Buch des Aloisius Lilius]. Roma 1577.
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Mit seinem Computus ecclesiasticus (,Kirchliche Osterfestbe-
rechnung, mittels der Fingerglieder mit wunderbarer Leichtigkeit
behandelt“) gab Christoph Clavius 1597 ein weiteres Werk zur
Gregorianschen Kalenderreform von 1582 heraus.

Aus: Zahlen, messen, rechnen. 1000 Jahre Mathematik in
Handschriften und friihen Drucken; Ausstellung der Staatsbiblio-
thek Bamberg zum Jahr der Mathematik 2008; Katalog;
Petersberg 2008.
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Sensationeller Archivfund bei einer Recherche der Fiirst Fugger Privatbank
Das Haus Fugger — schon seit
dem Jahr 1486 als Bank titig

Die friiheste Bezeichnung als ,,Bank* ist nun
fiir ein deutsches Unternehmen mit Origi-
naldokument belegt. Ein Schreiben aus dem
Jahre 1486, das jetzt bei einer Recherche
fiir die First Fugger Privatbank aufgefunden
waurde, ist als die Schliisselstelle in der Ge-
schichte der Familie Fugger zu werten, nicht
nur fiir das |5. Jahrhundert, sondern insge-
samt. Ein Meilenstein in der Friihgeschichte
des deutschen Bankwesens: Kein anderes
Bankhaus des deutschsprachigen Raumes
kann sich einer derartigen Tradition rithmen.

Der erste Absatz der kiirzlich entdeckten
Briefkopie des Augsburger Stadtschreibers
Meister Valentin an den Pfarrer Paul Koler
(Stadtarchiv Augsburg, Bestand ,,Schitze®,
Nr. 105/VIlIb, epl, foll) betrifft das Haus
Fugger und lautet, dem heutigen Sprach-
gebrauch angepasst, folgendermaBen:

Dem wiirdigen hochgelehrten Herrn Paul
Koler, Pfarrer zu Egk und Licentiat, unserem
lieben Herrn, entbieten wir, die Ratgeber der
Stadt Augsburg, unseren freundlichen und
allzeit bereitwilligen Dienst.

Lieber Herr, wir hoffen, dass Ihr jetzt unsere
Briefe, die kurz nacheinander ausgelaufen
sind, auch erhalten habt. lhr hattet uns und
unserem Stadtschreiber Meister Valentin drei
Schreiben zukommen lassen. Unseren Briefen
kénnt lhr nun entnehmen, dass wir diesem
(Stadtschreiber) befohlen haben, fiir Euch bei
der Herrschaft in Venedig (= Administration
des venezianischen Doganats) und auch

bei den Eidgenossen Beforderungsschreiben
(= eine Art Passbrief zur Reise durch fremde
Territorien) anzufordern. Wir sind zuversicht-
lich, dass Euch dieses von der Herrschaft

in Venedig mittlerweile zugekommen sein
wird. AuBerdem ist Auftrag an die Banck

von Ulrich Fugker in Venedig erteilt worden
(zur Geldauszahlung fiir die Reise). Auch der
Beforderungsbrief von den Eidgenossen werde

Das friiheste Schrifistiick, in dem die Augsburger
Fugger-Firma als , Banck von Ulrich Fugker” bezeich-
net wird, belegt die einzigartige Tradition der Fiirst
Fugger Privatbank: ein Brief, der auf den 27. Dezem-
ber 1486 datiert ist.

in Kiirze eintreffen, so dass wir insgesamt
keinen Zweifel mehr hegen, dass er (der
Stadtschreiber Valentin) uns zuliebe allen Fleiss
angewendet und keiner Miihe (fiir Euch) miide
geworden st [...]

[...] gegeben am Sankt Johannstag in den
Weihndchten anno 86 (= 27.12.1486).

Demnach muss der Adressat Pfarrer Paul
Koler in mehreren vorangegangenen Schrei-
ben beim Rat der Stadt Augsburg um einige
,,Beférderungsschreiben® gebeten haben.
Damit waren die seinerzeit Ublichen Pass-
briefe gemeint, mit deren Hilfe Koler durch
die fremden Territorien der Schweizer Eid-
genossenschaft und in das Herrschaftsgebiet
der Republik Venedig einreisen wollte, das
damals weite Teile Oberitaliens umfasste.
Die im Schreiben erwihnten Eidgenossen
geben einen Hinweis, dass seine Reiseroute
nicht Gber den Brenner, sondern iiber Mem-
mingen, Lindau, Chur und dann einen der
Schweizer Pdsse in Richtung Italien fithren
sollte, ein fiir einen Schwaben damals durch-
aus Ublicher Weg.

Die persénlichen Beziehungen zwischen
Augsburger Rat und Familie Fugger, auf die
der Pfarrer zuriickgriff, erleichterten die fiir
eine Auslandsreise unerlissliche Barmittel-
beschaffung. Denn das unpraktische und
ortlich nur begrenzt giiltige Miinzgeld be-

FUGGER

urg — Miinchen — Niirnberg — Stuttgart

RIEFE

PRIVATBANK K G

8. Jahrgang

deutete im |5. Jahrhundert eine nicht zu-
letzt auch gefihrliche Beschwernis beim
Reisen. Einige der international arbeitenden
Handelshduser betrieben deshalb auch Bank-
geschifte. Um bei diesen Firmen vor Reise-
antritt Empfehlungsschreiben wie auch
schriftliche Anweisungen zur Geldaushandi-
gung zu erlangen, brauchte es gute Kontakte.

Im vorliegenden Fall hatte der Rat der Stadt
Augsburg beim dortigen Fugger-Stammhaus
fiir Koler eine Einzahlung in einheimischer
Wihrung veranlasst. Dessen Gegenwert
sollte der Pfarrer nach seiner Ankunft in
Venedig von der Niederlassung der Fugger
im ,,Fondaco dei Tedeschi*, dem Handels-
haus der Deutschen, gleich bei der Rialto-
briicke, in lokal giiltiger Wihrung bar aus-
bezahlt bekommen — ein klassisches Bank-
geschift.

Die Erlaubnis der venezianischen Herr-
schaft, in diesem ,,Fondaco dei Tedeschi*
(heute die Hauptpost von Venedig) ein eige-
nes Kontor einzurichten, war dem Haus
Fugger erst zwei Jahre zuvor, 1484, erteilt
worden.Wie wir aus spiteren Quellen er-
fahren, beeindruckte es selbst italienische
Kiinstler durch seine anspruchsvolle Aus-
stattung mit Marmor, kostbaren Wandteppi-
chen und Gemalden. Schon ab 1489 iiber-
lieBen die Venezianer die Raumlichkeiten
der Firma Fugger kostenlos und auf unbe-
grenzte Dauer. Begriindet wurde dies
bezeichnenderweise damit, dass die Fugger
fiir Instandhaltung und Ausstattung bereits
immenses Geld ausgegeben hitten (,ingen-
tem pecuniarum quantitem®).

Dr. Christl Karnehm, Historikerin, Miinchen
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Aus: Zickert, Hermann: Die acht Gebote der Finanzkunst. Alles, was jeder wissen muf, der ein Vermdgen erwerben

oder vermehren will. Berlin 1924.
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Unausgeglichene Sterblichkeitstafel aus den Huddeschen Beobach-

tungen:

Alter|Lebende| Tote |Alter|Lebende| Tote |Alter|Lebende| Tote
I | I495 0 | 34 | 1062 9 67 | 309 | 22
2| 1495 | 1 } 3 1053 24 68 287 20 -
3| 1494 | I 36 | 1029 21 69 | 267 19
4 | 1493 0 37 | 1008 19 70 | 248 38
5 | 1493 5 |.38 989 22 . | 71 | 210 18
6 | 1488 6 39 967 12 72 | 192 22
7 | 1482 6 | 40| 955 | 24 | 73| 170 21
8 | 1476 5 |4t | o3t | 18 | 74| 149 .| 17
9 | I471 6 | 42| 913 | 23 | 75| 132 19 -
10 | 1465 6 43 890 22 | %6 | 1I3 20
IX | I459 2 | 44 | 868 | 20 | 77 93 | I9.
12 | I457 10 45 848 29 78 74 | 10
13 | X447 II 46 |- 819 20 79 64 10
14 | 1436 8 |47 | 799 | 20 | 80} 54 10
15 | 1428 10 48 779 18 81 4 | 7
16 | 1418 8 49 761 | 22 | 82 37 11
I7 | I4I0 17 |50 | 739 | 23 83 26 3
18 | 1393 | 19 | 51| 716 | 29 | 84 | 23 7
19 | 1374 | 23 | 52 687 | 15 | & 16 5
20 | I351 16 53 672 23 | 86 II . 4
21 | 1335 12 54 | 649 28 87 7 2
22 | 1323 | 2I 55 621 26 88 5 2
23 | X302 26 56 595 21 | .89 3 o
24 | 1276 27 57 574 I9- 1 90 3 0
25 | I249 17 | 58 | 555 28 | or 3 2
26 | 1232 I9 59 | 527 33 | 92 I o
27 | 1213 30 60 494 28 93 X 0
28 | 1183 25 61 466 | 26 94 I (o}
29 | 1158 17 62 440 29 95 I o
30 | II4T 26 63 411 22 g6 I o}
31 | IXII§ 15 64 389 23 97 I I
32 | II00 19 65 366 24 g8 0 I
33 | 1081 19 66 342 33

Die vorliegende Tabelle von Johannes Hudde (1628 - 1704) zeigt, wie die 1495 Leibrenteninhaber, welche in den Jahren 1586
bis 1590 Leibrenten von der Regierung der Vereinigten Provinzen gekauft haben, allméhlich ausgestorben sind. Sie sind nach
dem Eintrittsalter, jedoch nicht nach dem Geschlecht verteilt.

Aus: Braun, Heinrich: Geschichte der Lebensversicherung und der Lebensversicherungstechnik. Berlin 1963, S. 89.
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T5
| De Witt
Wardye van Lyf-Renten

WAERDYE

Van

LYF-RENTEN

R e s oo Emme

Naer proportie van

LOS-RENTEN.

IN sGRAVEN-HAGE,

By Jacosus ScuerLTus, Ordinaris Druc-
ker van de Edele Groot Mog. Heeren Staten
van Hollandt en Weft-Vrieflandt, woo-
nende op het Binnen-Hof,

Anno 1671.

22 Jakob Bernoulli ITI

Johan de Witt (1625 - 1672) brachte seine Waedye van Lyf-Renten im Jahre 1671 heraus. Es waren die ersten Ansatze fir

die Bewertung von Leibrenten unter Beriicksichtigung der Sterblichkeit und des Zinssatzes.
Aus: Bernoulli, Jakob: Werke von Jakob Bernoulli. [Wahrscheinlichkeitsrechnung] / [bearb. von Barthel L. van der Waerden] /

3. Bd. Hrsg. von der Naturforschenden Gesellschaft in Basel. Basel 1975.
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Aus: Neues Hamburgisches Magazin. 1767 - 81. 8. Bd., 43. St., 1770, Seiten 3-13.
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.(Wenn Herr Universitatsrath K. glaubt, dass es auch
bei allen diesen Kassen an Calciil nicht gefehlt haben
werde, so hat er ohne Zweifel Recht; wenn er aber dar-
aus auf die Bodenlosigkeit der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung schliessen will, so hat er Unrecht. Allerdings gibt
es viele Worter, mit denen verschiedene Personen ver-
schiedene Bedeutungen verbinden, imgleichen solche,
die wissenschaftlich eine sehr bestimmte Bedeutung ha-
ben, unter denen man aber im gemeinen Leben oft sehr
disparate Dinge zusammenwirft. So ist es mit dem Aus-
druck Wahrscheinlichkeitsrechnung bewandt. Im stren-
gen Sinne verstanden kann von Anwendung derselben in
allen den Fallen gar nicht die Rede sein, wo die ndthi-
gen Grundlagen fehlen. Bei allen den gescheiterten Wit-
wenkassen ist bei der Anordnung der Einrichtung von
der strengen Wahrscheinlichkeitsrechnung gar kein Ge-
brauch gemacht, sondern nur von vagen Apergiis. Dies
spreche ich hier nur als Thatsache aus, aber nicht als
Vorwurf, da in der That eine Basirung auf Wahrschein-
lichkeitsrechnung schon darum unmdoglich war, weil alle
nothwendigen Bedingungen dazu fehlen).”

Ein Auszug aus dem Gutachten von Carl Friedrich GauB zur Lage der 1739 gegriindeten
Gottinger Professorenwitwenkasse aus dem Jahr 1845.

Aus: GauB, Carl Friedrich: Werke. Band 1V, 2. Abdr. Nachlass.

[Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung: Auf die Bestimmung der Bilanz fir Witwen-
kassen.]. Herausgegeben von der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen
1880, S. 123.
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6 Ugbes Sterblichkeit.

g (1 —a)* hdae

1
Saw"l 1—a)* hdz
Das Integral im Nenner hiingt nur von @, und a ab, daher

sind die Wahrscheinlichkeiten aller der verschiedenen Hypothesen
nur vom Werthe des Ziihlers dieses Bruches abhiingig; an’sich ist
fir jede einzelne Hypothese die Wahrscheinlichkeit A un-
endlich klein; es existirt aber unter allen eine Hypothese,
fiir welche die Wahrscheinlichkeit ein Maximum ist, d. i. niimlich
diejenige, fiir welche man hat

2% (1 —a) *— % = Maximum

und hieraus bestimmt sich:

h =

B

a

als die einfache Wahrscheinlichkeit fiir denZug einer
weissen Kugel »nach derjenigen Hypothese, deren
Wahrscheinlichkeit auf Grund der gemachten De-
obachtung ein Maximum ist,« oder wie sich auch kurz
sagen liisst, es ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit nach der wahr-
scheinlichsten Hypothese.

Fiir den Fall, der uns nun hier speciell beschiiftigt, ist der
vorstehende Werth sonach auch fiir einen m-jihrigen Menschen
die Wahrscheinlichkeit, nach ¢ Jahren noch zu leben, unter An-
nahme der wahrscheinlichsten Hypothese.

Dieser Werth von @ ist es, den man unter der Voraus-
setzung ¢ = 1 fiir jedes Alter bestimmen und als Werth von p in
die Mortalititstabelle (zweite Columme obiger Zusammenstellung)
eintragen wiirde.

Der wahre Werth von p liisst sich freilich nicht ermitteln,
wohl aber lisst sich durch fortgesetzte Beobachtungen der an-
gegebenen Art der Werth @ dem wahren Werthe p niiher und
nither bringen. Nach dicser Bemerkung kinnte es allerdings rich-
tiger erscheinen, den Ueberschriften der Mortalitiitstabellen: »Wahr-
scheinlichkeit, am Ende des niichsten Jahres noch zu leben,« oder
»im Laufe des niichsten Jahres zu sterben«, den Zusatz »nach der
wahrscheinlichsten Hypothese« beizufiigen ; fiir den Mathematiker

kann aber hieriiber kein Zweifel herrschen, da man es bei allen
L.

I =

*~

Aus: Zeuner, Gustav: Abhandlungen aus der Mathematischen Statistik. Leipzig 1869.
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Schon kwmz wvor der Verdffentlichung meiner Arbeit war in  verschiedenen
Schriften die Forderung gestellt worden, in der Bevilkerungsstatistik eine strengere
mathematische Behandlung, namentlich zur Messung der Sterblichkeit, als sie bis-
her fiblich gewesen, eintreten zu lassen, anch die Aufzeichnungen derselben dem-
entsprechend eingurichten.  Ieh nenme:

Dr. Heym, ein Mahoruf an die Statistiker, im Jahrgang 1862 der Rund-
schan, Zeitsehrift fir das Versicherungswesen ;

derselbe, die Sterblichkeit im Konigreich Sachsen, im Jahrgang 1863 der
Zeitschrift des Kiniglich Siichsischen statistischen Bureaus;

Dr. Wittstein, zur Bevilkerungsstatistik, im Jahrgang 1863 der Zeitschrift
des Koniglich Prevssischerl statistischen Bureans;*)

dergelbe, mathematische Statistik, Hannover 1867;

ein Ungenannter, die nenesten Untersuchungen iiber die mittlere Le-
bensdaner, im Jahrgang 1363 von Hildebrand's Jahrbiichern fiir National-
dkonomie und Statistik:

Dr. G. Meyer, die mittlore Lebensdaver, im VIII. Bande (1867) von Hilde-
brand's Jahrbichern filr Nationalikonomie und Statistik.**)

In anderen Sechriften war das Bestreben hervorgetreten, zweckmissigere Me-
thoden zur Berechnung von Sterbetafeln aus gegebenem bevolkerungsstatistischem
Material anfzustellen, als bisher zur Anwendung gekommen waren. Ausser den
verschiedenen ecinschliigigen Sehriften unseres hochverehrten A, Quetelet und den
officiellen  Documenten verschiedener Staaten, namentlich Belgiens (Quetelet,
Heunschling), Englands (vor allen: Farr im 5" annual report of the registrar
general, London 1863), der Niederlande (von Baumhauer), Schwedens (Berg),
Bayerns (vor allen: Dr. v. Hermann, Mortalitit und Vitalitit im Konigreich
Bayern, Miinchen 1867) — anch meine spitere Abhandlong . Preussische Sterbe-
tafeln* im Jahrgang 1869 der Zeitschrift des Koniglich Preussischen statistischen
Bureans gehiirt hierher — fithre ich anof:

Dr. Farr, im Programme de la ditme Session dn Congris international de
Statistique, Londres 1861;

Dr.Bertillon, des diverses manitres de mesurer la durée de la vie humaine,
im Jahrgang 1866 des Journal de la société de statistique, Parie 1866,

Yon hervorragender Bedentung far die vorliegende Frage sind aber die spiter
erschienenen Schriften von Enapp und Zeuner:

Dr. G. F. Knapp, iber die Ermittelung der Sterblichkeit aus den Aunfzeich-
nungen der Bevilkerungsstatistik, Leipzig 1868;

derselbe, die Storblichkeit in Sachsen, Leipzig 1869

derselbe, Theorie des Bevilkerungsweechsels, Brounschweig 1874 ;

Dr. G. Zeuner, Abhandlungen aus der mathematischen Statistik, Leip-
zig 1869.

*) Hier wird, meines Wissens wum crstenmal, dic Forderung gestellt, die Verstor-
benen statt nach dem Alter, nach den Geburisjaliven einzutheilen, was bekanntlich seit
dem Jahre 1864 in Preussen geschieht.

*#*) In dieser Abhandlung ist guerst die Forderang, die Verstorbenen nach Alter
und Geburtsjahr zugleich einzutheilen, dffentlich ausgesprochen.

Aus: Becker, K.: Zur Berechnung von Sterbetafeln an die Bevolkerungsstatistik zu stellende Anforderungen. Gutachten
iber die Frage: Welche Unterlagen hat die Statistik zu beschaffen, um richtige Mortalitatstafeln zu gewinnen? Berlin 1874
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Resolutionen.

betreffend die zur Berechnung richtiger Mortalitdtstafeln von der Statistik
zu beschaffenden Unterlagen.

1. Den Stamd der Eevillkernng betreffend.

a) Es i=t erforderlicl, dase der Stand ader Bevilkerung  lingstens alle 10
Jalive durch Volkszihlungen ermittelt, und dass dabei die Bevilkernng
nivehy dem Gebortsjahren cingetheilt, dieselbe aueh aul don Jaheesanfang
oador Jalreasehlngs fostgestolli werde,  Findel die VolkszihInnge am Johres-
wifang oder Jahressehloss statt, so kann die Bevilkerong nach einjihrigen
Altersklassen, statl vach Gobmrtgjaheen, vingethoilt worden,

Wo ez gur Eraieling richtiger Zdhlungsergebnisse niebl thanlich ist, dis
Yolkszdlilmng  am Jahresanfung  oder  Jahresschlosz  yorzmehmen, da
miigzen dlie Lebemdgeborenen wd  dlie Verstorbenen,  letzters naeh den
Geburtsinhiren eingethedlt, e don dureh den dabiresanfong ol den
Yolkazihlongstermin  oder dureh diesen letateren oud den Jahresechlnss
begreneten Theil des Zallong=fahres pnehgowicsen werden, am mit Hilfo
dicger Nachweisungen die Bevidlkeroang  oach Geburt=jaliven anf den An-
fangz oiler Sehiluss des Zdhlongsjnhres beeechnen an kadnnen.

Werden  die Lebendgeborenen ond div Yorstorbenen  der  jingsten Ge-
hurtsjuhresklazse nach den Gelinrtsmonaten, die Verstorbonon dor gweit-
jingsten Geburisjalivesklisse nach den Gebortsquartalon noachgewiesen, so
ist nielit erforderlich, die Yertheilong der beidon jingston Geburtsjohires-
klagsen dor Bevblkerang aufl die Gebortsmonate Teaw,  Gelmretsquartal
durch die Volksziihlong s ermitteln,

h

-

a

e

Andernfalls aber emplichlt es sich, dis in Frage stoliende Vertheilung Aus: Becker, K.:
dor heiden jingsten Gebortgjahresklassen der Bovilkerung aus den Volks- Zur Berechnung von Sterbetafeln
githlongsergelmissen nochzoweisen. Wenn jedoch der Volkszihlungstermin an die Bevolkerungsstatistik zu
nicht anl den Jaliresanfung oder Jalresselluss [k, g0 ist dieser Noch- stellende Anforderungen.
weig nur fir den Fall von Nitzon, dass die Lebendgeborenen und die Gutachten tiber die Frage: Welche
Verstorbonen  der beiden jingsten Geburtsjaliresklussen wenigstens fiir Unterlagen hat die Statistik
den durch den Z&llongstermin und den Jahresanfang oder Jahrezschluss zu beschaffen, um richtige
begrenzten Theil des Zablungsjahres noch den Geburtsmonaten bezw, Ge- Mortalitdtstafeln zu gewinnen?
burisquartalen eingetheilt sind, Berlin 1874, S. 68 u.69.

d) Znr Bereclmung richtizor Mortalitdtstafeln empfiehlt es sich nicht, 5- oder

10-jatrige Volkszdhlungsperioden und runde (mit einer Null endigende)
Zihlungsjahre zn wihlen.

2. Die Gebnrten betreffend.
a) Bz ist erforderlich, die Zahl der Lebendgeborenen jihiclich nachznweisen.
b) Es empfichlt sich, dic Lobendgeborenen nach den Monaten der Geburt
an umterscheiden und  jihrlich die Zabl der Todtgeborenen zu er-
mitteln,
5. Die Sterbefille betreffend.

a) Es ist erforderlich, die Zahl der Vorstorbenen und ihre Yertheilung nach
einjilirigen — wo mdglich auch fiir das erste Lebensjahe nach monatlichen,
fiir das zweite wvach  vierteljibrlichen — Altersklassen, sowie die Yer-
theilung joder Altersklasse nach den beiden Geburtsjaheen, ans welchen
die botreffenden Verstorbenon herstammen, jilirlich nachznweisen.

Iy Es empliehlt sich, neben der vorgedachten Nochwoisung die Verstorbenen
der jimgsten Geburtsjalresklagee noch don Monaten, der zweitjlingsten
mach den Qoartalen der Goburt elnzotheilen,

4. Die Wandernogen beireffend.

Es empliehlt sicli, die #all der Hu- und Fortgezogenen so vollstindig als
miglich und thunlichst nach donselben Unterseheidungen, wio sie fir die Verstor-
benen gefordert sind, jihrlich nncleaweisen,

b Die Gleichartizkeil der Nachweisonzen betrelfend.

Alle Nachweisungen (iber die Lebonden, Geborenen, Yerstorbenen und Gewan-
derben miisson sich aul dieselle Art dor Bevilkerung beziehon,
Do dies zweckmiissig nur lie fctisehe Bovalkorung sein kann, s wind om-
plohilen,
a) hol den Volkszihlungen nur die Ortsanwesenden, diese aber ohue Aus-
tihme, zn wililon,
by Goburts= und Sterbefille simmilich wod ausschliesslich di naclaaweison,
wo gie vorgekommen sind,
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Frankreich 1890—02 Bayern 1891—95
) [ I 1L Wiirttemberg Vietoria Neusiidwales| Preulsen
2 10 stiirkst 10 st:L.rk 65 mehr 1890—91 Stidte | Bezirksimter 1890—92 1890—92%) 1894—97
= stiidtische || industrielle || agrarische
Dr'p'\rtr‘mr'nts Departements Dcp'lrtemcnta
minnl, | weibl. | mﬂnnl. | weibl, || minnl, | weibl, | minnl. | weill, | minnl. |wmhl minnl. [ weibl, | miannl, I weibl, m;‘inul.| weibl, | minnl, wenbl
T | |
0 | 2626 | 40,08 | 41,27 | 45,58 | 43.80 | 46,13 | — —_ — —_ — — —_ — 49,60 | 52,90 | 41,53 | 44,99
5| 4883 51,521 51,15 | 5454 ¢ 52,88 | 5,77 | 52,99 | 5355 | S1L15 | 3,51 |1 5287 | 535 | 54,3 | 56,0 | 54,90 | 5742 | 53,53 | 55,75
10 | 45,61 | 4825 || 47,40 | 50,91 | 49,14 | 10,22 49,64 | 50.27 | 47,56 | 50,10 || 49,86 | 50,0 | 49,26 | 52,02 | 50,89 | 53,59 | 50,00 | 52,30
15 | 41,42 | 44,39 1 43,01 | 46,75 . 44,93 | 46,15 | 4527 | 46,04 | — - - — 45,0 ! 47,64 | 4640 | 48,73 | 45,68 | 48,12
20 | 87,78 408581 59,05 | 48,02 4 ﬁl-l.l-l | 4254 | 41.17 | 41,97 | 38,91 | 41,99 || 41,96 | 41,6 | 40,81 | 4349 [ 4216 | 44,16 | 41,63 | 44,02
25 | 24,33 | 2726 1 55,60 | 59,49 | 37,04 FOSST [ 3745 | 3814 [ — - - - 36,9 | 39,6 | 58,16 | 40,34 | 27,81 | 40,05
| |
40 | 30,32 3&&‘5_ SL91 | 35,92 i 34,52 | 95,35 | 93,66 | 34,41 | 31,08 | 34,33 || 33,90 | 34,2 R3,07 | 95,35 [ 3430 | 36,42 | 33,87 | 126,19
U5 | 2744 18044 || 2E85 | 92067 30,71 [ 31,76 | 20.84 | 30,74 | — — | — —_ 10.33 § 32,25 | 20,51 | 12,64 | 20,01 | 22,42
40 | 2421 | >[.- 9211 24,79 | 28,65 27,02 | 28,02 | 26,12 | 27.13 | 2422 | 27,15 || 26.25 | 27.1 25,74 2878 | 26.84 | 29,00 | 26,32 | 23,67
45 ] 2106 | 2805 :i 2158 1 2407 || 2544 | 2482 | 22,67 | 2348 | — —_ : -~ — NS T U545 | 23,27 | 250 | 2280 | 24,98
50 1 17,97 1‘J.3Uf 18,60 | 21,20 1 19,73 | 20,45 | 19,23 1952 | 18,27 20,05 1 19,1 15,7 19,06 © 22,06 | 19,82 | 21,61 | 19,47 | 21,08
il | I I
! | i
55 ] 15,01 1641} 15,51 IT.GI.[ 16.29 : 17,03 1 1593 | 1627 | — —_ | - —_ 15,79 F 18,29 | 1558 | 17,92 | 16.26 | 17,41
GO | 1225 | 15,17 || 12,15 14,1§5i 13,08 18,66 | 1293 | 13.04 | 11,56 | 1347 1 12,7 12,3 12,50 | 15,05 | 13,60 | 14,51 | 13,28 | 14,05
635 0,78 | 10,37 9'25 11,15 | 10,50 § 10,79 | 10,21 | 10.27 | — | — 10,7 ! 11,93 ] 10,97 | 11,41 | 10,57 | 11,04
70 707 | 7080 6,52 1 844 786 | 826 TU3 | S04 47| 3205 6 6,6 85 | 93 3,64 | 864 8.22 (| 869
T 5801 6060 575 | 627 500 | 6% — — —_ - | — —_— 6,7 | 74 6,51 | 647 6,21 6,56
20 442 | 455 4,23 | 454 452 | 490 — _ — = “ — —_ 5,4 5,4 5,00 | 5,04 4,60 | 4,90

*) Nach

4Tl

Tabelle Vi.

1e wealth and

progress of New South Wales, by Coghlan, Sydney 1397, pag. 634

Mittlere Lebensdauer.

Westpreulsen 1895—96

2 |2 3 287
= = - ™ ooy = = T
=] s = e D i3] = P e
| s | 2z | 22 £l 2 cmon- |25 | iz |25
- §§ -anc . £s §~l3 = _E?FE £ gﬁf ferrand F:ur E% Eé ?; z §
= =4 1776 —1845 E:? —{::I; 5«'1 3z 2 E‘E 181749 1838—54 cc% o2 "':_i;g
s FE|CRE|SE Pz || <E - £% |53 |€5¢
i S| I £ | £ |58
— - 25 | |5
miinul. . weibl, S — lllﬂl\u'-i weibl, | minul. | weibl. a :%E‘f:
5 — — = 483 —_ — —_ - 493 49,7 49,7 50,8 —_ = —
10 40.7 — — 46,8 49,9 454 — —_ — 47,1 474 47,1 47,7 —_ —_ —_
15 404 — 45,5 45,9 45.0 df_i.{} —_ —_ 43,5 43,7 43,2 43,9 —_ —_ —_
20 47,1 40,4 29,1 40,2 42,0 41,5 42,6 —_ —_— 40,4 40,1 39,5 408 1 4045 | 37,18 —
25 A q6,5 Bt a2 o4 m,0 Rl —_ — 374 A6 6,1 37,0 —_ —_— -
30 207 | 236 | 24,1 | 848 | 344 | a7 2656 | B41 | 334 [ 328 | a3 | 5286 [ 87.04 | 87,00
35 23,9 3n,.. 21,0 [ 812 | #2089 [ 807 | #2023 | 32,61 | 305 | 80,0 | 294 | 206 | — =] 5290
40 o54 | o7 | 275 | 276 | @iz | 26 | 2sion | 2x50 | 270 | 266 | 261 | 2m [ 2555 | essr | osss
45 21,9 | 23,7 | 240 [ 240 | 25,7 | 230 [ 2409 [ 2451 | 284 | 231 [ 228 | 241 | — — | 2499
50 186 | 202 | 204 | 205 | 202 | 194 [ 2029 [ 20,75 | 19,9 | 196 | 195 | 208 [ 1878 | 20,98 | 21,25
55 | 162 | 154 | 167 | 17 | 171 | 169 | 160 | 1660 | 1715 | 166 | 163 | 165 | 174 | — — | 17,76
G0 18,5 12,4 2.6 14,3 14,0 13,8 12,9 | 1835 | 1378 | 13,3 | 182 | 145 | 143 | 1276 | 14,52 | 14,60
(i 11.1 9.8 10.6 11,5 11.2 11,0 10,1 1098 | 10,67 10,6 10,5 108 11,5 — —_ 11,48
70 %7 6 5.2 S0 =7 550 77 7,50 5,07 5,1 8,1 85 9,0 7,96 9,06 8,91
5 64 | s | 64| 65| 66| 65| 57| asi| cos| 62| €2 65| o | = g 615
80 4.5 4.3 4.9 4,7 49 4,8 4,1 a8 445 4,8 4,7 49 9,8 4,42 5,34 5,05
&5 3.2 2,6 3,8 42 8.6 hX:! 2,9 - —_ 3.9 4,1 3,7 4,0 —_ —
90 292 14 2.4 1.8 2,? 21 2,0 — —_ W2 e 2,8 a0 — —_ _

Aus: Ballod, C.: Die mittlere Lebensdauer in Stadt und Land. In: Staats- und socialwissenschaftliche Forschungen herausgegeben
von Gustav Schmoller. Sechzehnter Band. Fiinftes Heft. Leipzig 1899, S. 135 und 138.
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Der zu Lichtensteig im Toggenburg (Schweiz) geborene Jost
Biirgi (1522 - 1632) kam 1579 als Hofuhrmacher und astro-
nomischer Instrumentenmacher an die Sternwarte des Land-
grafen Wilhelm IV. zu Kassel. 1603 ging Biirgi nach Prag an
den Hof Rudolph Il. und wurde 1604 kaiserlicher Kammeruhr-
macher. Biirgi gebrauchte zur Erleichterung der Rechenarbeit
die Prosthaphaeresis, ein Rechenverfahren, das die Multipli-
kation und Division durch Addition und Subtraktion trigono-
metrischer Funktionen ersetzte. Das Wort Prosthaphaeresis ist
ein Zusammenzug aus mpocBeotg (Hinzufiigen; Addition) und
agaipeoig (Wegnahme). Biirgi suchte nach Hilfsmitteln, um
komplizierte Rechnungen zu vereinfachen. Obwohl er seine
,Progress Tabulen“ bereits 1588 erdacht hatte, verdffentlich-
te er diese erst 1620 unter dem Titel ,Aritmetische und Geo-
metrische Progress Tabulen/sambt griindlichem unterricht/wie
solche niitzlich in allerley Rechnungen zugebrauchen/und ver-
standen werden sol.“ Der im Titel von Biirgis Werk genann-
te ,griindliche Unterricht” wurde erst 1856 aufgefunden (H. G.
Zeuthen, 1901). Johannes Kepler (1571 - 1630) nannte Birgi
wegen seiner spaten Drucklegung einen Cunctator (Zauderer).
Die Fortschritte zur Erleichterung des Rechnens waren Kepler
bekannt. 1624 wurde Keplers ,Chilias logarithmorum ad toti-
dem numeros rotundos* in Marburg gedruckt.

Bildquelle: http://www.ethbib.ethz.ch/aktuell/galerie/buergi/bu-

ergi.jpg
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Die versicherungswirtschaftlichen und finanzwissenschaftlichen Schriften des 1646 in Leipzig
geborenen Gottfried Wilhelm Leibniz waren lange Zeit kaum bekannt. Leibniz, der letzte Polyhistor,
entwarf eine Rechenmaschine fiir alle Grundrechenarbeiten. Leibniz beschéftigte noch ein wei-
terer Gedanke: Seine ,,Dyadik” oder bindre Arithmetik, d.h. die Darstellung aller Zahlen nur mit den
Ziffern 0 und 1. Bedeutsam wurde das Zahlensystem mit der Grundzahl 2 spéter fiir die Compu-
ter. Erinnert sei in diesem Zusammenhang an Juan Caramuel Lobkowitz, der vor Leibniz in seiner
1670 erschienen ,Mathesis biceps* iiber die bindre Darstellung von Zahlen schrigb. 1716 starb

Leibniz in Hannover.
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Bildquellen:
www.math.tugraz.at/~predota/old/histo-
ry/mathematiker/img/leibniz2.jpg sowie
http://www.wu-wien.ac.at/inst/geschich-
te/computing/images/leibniz.jpg
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Bildquelle: http://th.physik.uni-frankfurt.de
/~ir/gif/phys/euler.jpg

Der bedeutende Schweizer Mathematiker Leonhard Eu-
ler (1707 - 1783) beschéftigte sich im Zuge seiner Ta-
tigkeit an der Akademie der Wissenschaften St. Peters-
burg und an der Akademie der Wissenschaften in Berlin
auch mit Fragen der Kalkulation von Lebensversiche-
rungen. Von ihm stammt u.a. die allgemeine Theorie der
Logarithmen.
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Der groBe Mathematiker und Astronom Carl Friedrich
GauB, geboren 1777 in Braunschweig, hob schon die Be-
deutung von Sterbetafeln hervor. Auf Wunsch des Senats
der Universitat Gottingen fiihrte GauB 1845 eine Untersu-
chung des Zustandes der 1739 gegriindeten Professoren-
witwenkasse durch. Vom ,Meister der drei groBen A°
(Arithmetik. Algebra und Analysis) wurde die Ausgleichs-
rechnung im Wesentlichen entwickelt. Seine ,Disquisi-
tiones arithmeticae” erschien 1801. GauB verstarb 1855
in Gottingen. Noch im selben Jahr lieB Konig Georg V.,
Ko6nig von Hannover, eine Medaille pragen, mit der GauB
als ,Fiirst der Mathematiker” (Georgius V Rex Hannoverae
mathematicorum principi) geehrt wurde.

Bildquelle: http://webdoc.sub.gwdg.de/ebook/e/2005/gausscd/html/Gauss1803b.jpg
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Vor der Einfiihrung des Euro fand man auf der 10-DM-Note das Bildnis von GauB nebst der Normalverteilungskurve,
auch Glockenkurve oder GauB‘sche Glocke genannt.
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Rechenmaschinen I.

Belapial:
27615%817=
22563806

4. Rechenmaschine von Steiger u. Egli.

4 KOIII’.‘I.F'.\’kaFf, fi. Aunfl. Biblingraph. Institul, Leipzig. Zmm Artiket Rechenmasdiinen’,
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2. Addierstift von Smith u,
Pott. a Durchschnitt,

25

3. Additionsmaschine mit Registrier-
einrichtung von Burrough.
Ohne Seltenwiinde.

5. Rechenmaschine
JBrunsviga'.

7. Thomassche Rechenmaschine von Burkhardt

6. Aufere Ansicht von Fig. 3.
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Bayerische Sterbetafel 2003/05

Ménnliche Personen

Weibliche Personen

\g;(l);;hoz%i(t)igo Wahrsgheiplich- Lebgnserwarlung \;Tgi :hoz(;i?;o Wah.rsc.!-'eir‘"(:h' Lebgnserwartung
Voll- Lebendgeborenen “l_<e|.t flr eine in Jahren Lebendgeborenen ._I.(el? flr eine in Jahren
endetes [grreichen das| sterben xjahrige Persqn Von den Mittlere | erreichen das| sterben xjahrige Persgn Von den Mittlere
Alter Alter x im Atter| """ Alie1r x bis Uberlebenden| Lebens- JAlter x Jahren| im Atter| O™ Alie1r x bis Uberlebenden| Lebens-
in Jahren | (Jberlebende| x bis 2 :terben im Alter x erwartung | (Uberlebende| x bis 2 sxterben im Alter x erwartung
im Alter x) unter (Sterbewahr- insgesamt im Alter x im Alter x) unter (Sterbewahr- insgesamt im Alter x
x| seheinlichkeity |Meh 2u durch- x| seheinlichkeity |Mch 2u durch-
lebende Jahre lebende Jahre
X x dx 9x &l €x x d, 9x el €x
Monate wahrend fiir einen wahrend firr einen
eines Monat eines Monat
Monats Monats
0 100000 261 0,002609 7678467 76,78 100000 229 0,002288 8211406 82,11
1 99739 26 0,000262 7670153 76,90 99771 18 0,000180 8203089 82,22
2 99713 20 0,000204 7661842 76,84 99753 15 0,000155 8194775 82,15
3 99693 16 0,000160 7653533 76,77 99738 13 0,000132 8186463 82,08
4 99677 13 0,000128 7645226 76,70 99725 11 0,000112 8178152 82,01
5} 99664 10 0,000103 7636920 76,63 99714 9 0,000093 8169842 81,93
6 99654 8 0,000084 7628615 76,55 99705 8 0,000077 8161533 81,86
7 99646 7 0,000070 7620311 76,47 99697 6 0,000063 8153225 81,78
8 99639 6 0,000058 7612007 76,40 99691 5 0,000051 8144917 81,70
9 99633 5} 0,000049 7603704 76,32 99686 4 0,000040 8136610 81,62
10 99628 4 0,000042 7595401 76,24 99682 B] 0,000032 8128303 81,54
11 99624 4 0,000037 7587099 76,16 99679 2 0,000025 8119996 81,46
wahrend fiir ein wahrend fiir ein
Jahre eines Jahr eines Jahr
Jahres Jahres
0 100000 380 0,003800 7678467 76,78 100000 323 0,003230 8211406 82,11
1 99620 32 0,000320 7578797 76,08 99677 28 0,000282 8111689 81,38
2 99588 24 0,000240 7479193 75,10 99649 22 0,000222 8012026 80,40
3 99564 18 0,000180 7379617 74,12 99627 17 0,000169 7912388 79,42
4 99546 14 0,000144 7280062 73,13 99610 13 0,000129 7812769 78,43
5] 99532 12 0,000122 7180523 72,14 99597 10 0,000105 7713166 77,44
6 99520 11 0,000108 7080997 71,15 99587 9 0,000091 7613574 76,45
7 99509 10 0,000103 6981483 70,16 99578 8 0,000083 7513991 75,46
8 99499 10 0,000105 6881979 69,17 99570 8 0,000079 7414417 74,46
9 99489 11 0,000107 6782485 68,17 99562 8 0,000077 7314851 73,47
10 99478 11 0,000108 6683001 67,18 99554 8 0,000076 7215293 72,48
11 99467 11 0,000112 6583529 66,19 99546 8 0,000080 7115743 71,48
12 99456 12 0,000123 6484067 65,20 99538 9 0,000089 7016201 70,49
13 99444 15 0,000152 6384617 64,20 99529 11 0,000111 6916668 69,49
14 99429 21 0,000212 6285181 63,21 99518 14 0,000142 6817144 68,50
15 99408 31 0,000311 6185762 62,23 99504 18 0,000178 6717633 67,51
16 99377 44 0,000444 6086370 61,25 99486 21 0,000212 6618138 66,52
17 99333 58 0,000588 5987015 60,27 99465 24 0,000246 6518663 65,54
18 99275 71 0,000712 5887711 59,31 99441 27 0,000274 6419210 64,55
19 99204 79 0,000794 5788471 58,35 99414 28 0,000286 6319782 63,57
20 99125 83 0,000834 5689307 57,40 99386 28 0,000285 6220382 62,59
21 99042 83 0,000842 5590223 56,44 99358 28 0,000278 6121010 61,61
22 98959 82 0,000829 5491223 55,49 99330 27 0,000274 6021666 60,62
23 98877 79 0,000802 5392305 54,54 99303 27 0,000271 5922350 59,64
24 98798 76 0,000772 5293467 53,58 99276 26 0,000264 5823060 58,66
25 98722 74 0,000746 5194707 52,62 99250 25 0,000256 5723797 57,67
26 98648 71 0,000723 5096022 51,66 99225 25 0,000249 5624560 56,68
27 98577 70 0,000708 4997410 50,70 99200 24 0,000243 5525347 55,70
28 98507 69 0,000701 4898868 49,73 99176 25 0,000248 5426159 54,71
29 98438 69 0,000703 4800395 48,77 99151 26 0,000265 5326996 53,73
30 98369 71 0,000718 4701992 47,80 99125 28 0,000284 5227858 52,74
31 98298 74 0,000748 4603658 46,83 99097 30 0,000301 5128747 51,75
32 98224 7 0,000782 4505397 45,87 99067 32 0,000323 5029665 50,77
33 98147 80 0,000816 4407212 44,90 99035 35 0,000354 4930614 49,79
34 98067 84 0,000859 4309105 43,94 99000 39 0,000394 4831596 48,80
35 97983 89 0,000911 4211080 42,98 98961 44 0,000446 4732616 47,82
36 97894 95 0,000971 4113141 42,02 98917 50 0,000507 4633677 46,84
37 97799 102 0,001044 4015295 41,06 98867 57 0,000577 4534785 45,87
38 97697 111 0,001136 3917547 40,10 98810 64 0,000648 4435946 44,89
39 97586 123 0,001257 3819905 39,14 98746 71 0,000720 4337168 43,92
40 97463 137 0,001409 3722381 38,19 98675 78 0,000795 4238458 42,95
41 97326 155 0,001593 3624986 37,25 98597 86 0,000873 4139822 41,99
42 97171 175 0,001802 3527738 36,30 98511 95 0,000964 4041268 41,02
43 96996 197 0,002034 3430654 35,37 98416 105 0,001071 3942804 40,06
44 96799 222 0,002290 3333757 34,44 98311 118 0,001201 3844441 39,10

Anmerkung: Wegen des groBen zeitlichen Abstandes zur letzten Volkszéhlung (1987) und der geringen Besetzung bei den niederen

und hohen Altersjahren sind die rohen Werte dieser Altersjahre weniger zuverldssig als bei anderen Altersjahren.
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Noch: Bayerische Sterbetafel 2003/05

Méannliche Personen

Weibliche Personen

Von. [0 000 Wahrscheinlich- Lebenserwartung Von. pog 000 Wahrscheinlich- Lebenserwartung
gleichzeitig S (et T, w— gleichzeitig kelt fiir ei in Jahren
Voll- Lebendgeborenen x'és:: :rpee'::m Lebendgeborenen x'ét?:i :rPee"r]seon
erxiltetes erreichen das _sterben \)om ilter <bis | . Vonden Mittlere |erreichen das _sterben vjom glter < bis | . Vonden Mittlere
. el Alter x im Alter -~ Uberlebenden| Lebens- JAlter x Jahren|im Alter -~ Uberlebenden| Lebens-
in Jahren | (Jberlebende| x bis 2u sterben im Alter x erwartung |(Uberlebende| x bis u sterben im Alter x erwartung
im Alter x) uxn+tt1er (Sterbewahr- nolg:gzisdal-r::;h_ im Alter x im Alter x) uxrlt?r (Sterbewahr- nolgsiis:mzh_ im Alter x
heinlichkeit heinlichkeit;
scheinlichkeit) lebende Jahre scheinlichket) lebende Jahre
X |X d)( qX eXIX e)( |X d)( qX eXIX e)(
45 96577 248 0,002568 3237069 33,52 98193 133 0,001355 3746189 38,15
46 96329 275 0,002854 3140616 32,60 98060 150 0,001526 3648062 37,20
47 96054 302 0,003145 3044424 31,69 97910 166 0,001698 3550077 36,26
48 95752 331 0,003453 2948521 30,79 97744 183 0,001872 3452250 35,32
49 95421 362 0,003792 2852935 29,90 97561 200 0,002055 3354598 34,38
50 95059 397 0,004177 2757695 29,01 97361 219 0,002252 3257137 33,45
51 94662 438 0,004623 2662834 28,13 97142 240 0,002473 3159885 32,53
52 94224 483 0,005129 2568391 27,26 96902 263 0,002715 3062863 31,61
53 93741 531 0,005662 2474409 26,40 96639 286 0,002964 2966093 30,69
54 93210 580 0,006224 2380933 25,54 96353 310 0,003220 2869597 29,78
55 92630 630 0,006803 2288013 24,70 96043 337 0,003508 2773399 28,88
56 92000 680 0,007391 2195698 23,87 95706 367 0,003835 2677524 27,98
57 91320 731 0,008006 2104038 23,04 95339 398 0,004173 2582002 27,08
58 90589 787 0,008690 2013084 22,22 94941 427 0,004496 2486862 26,19
59 89802 850 0,009460 1922888 21,41 94514 454 0,004805 2392134 25,31
60 88952 916 0,010294 1833511 20,61 94060 482 0,005122 2297847 24,43
61 88036 984 0,011180 1745017 19,82 93578 511 0,005459 2204028 23,55
62 87052 1055 0,012124 1657473 19,04 93067 543 0,005832 2110706 22,68
63 85997 1134 0,013190 1570949 18,27 92524 579 0,006261 2017910 21,81
64 84863 1225 0,014434 1485519 17,50 91945 623 0,006772 1925676 20,94
65 83638 1327 0,015864 1401268 16,75 91322 674 0,007376 1834042 20,08
66 82311 1437 0,017463 1318294 16,02 90648 734 0,008101 1743057 19,23
67 80874 1559 0,019275 1236701 15,29 89914 806 0,008969 1652776 18,38
68 79315 1691 0,021317 1156607 14,58 89108 890 0,009985 1563265 17,54
69 77624 1830 0,023579 1078137 13,89 88218 986 0,011176 1474602 16,72
70 75794 1977 0,026085 1001428 13,21 87232 1098 0,012587 1386877 15,90
4l 73817 2132 0,028878 926623 12,55 86134 1229 0,014273 1300194 15,10
72 71685 2294 0,031997 853872 11,91 84905 1377 0,016217 1214675 14,31
73 69391 2457 0,035406 783334 11,29 83528 1534 0,018369 1130458 13,53
74 66934 2615 0,039063 715171 10,68 81994 1704 0,020780 1047697 12,78
75 64319 2764 0,042979 649545 10,10 80290 1890 0,023542 966555 12,04
76 61555 2909 0,047262 586608 9,53 78400 2099 0,026773 887210 11,32
77 58646 3050 0,052005 526507 8,98 76301 2332 0,030559 809860 10,61
78 55596 3187 0,057323 469386 8,44 73969 2592 0,035045 734725 9,93
79 52409 3327 0,063478 415384 7,93 71377 2879 0,040337 662052 9,28
80 49082 3467 0,070647 364638 7,43 68498 3186 0,046510 592114 8,64
81 45615 3592 0,078748 317290 6,96 65312 3498 0,053559 525209 8,04
82 42023 3676 0,087480 273471 6,51 61814 3796 0,061404 461646 7,47
83 38347 3702 0,096546 233286 6,08 58018 4056 0,069913 401730 6,92
84 34645 3668 0,105875 196790 5,68 53962 4265 0,079031 345740 6,41
85 30977 3588 0,115827 163979 5,29 49697 4428 0,089093 293911 5,91
86 27389 3486 0,127269 134796 4,92 45269 4556 0,100649 246428 5,44
87 23903 3372 0,141060 109150 4,57 40713 4659 0,114435 203437 5,00
88 20531 3230 0,157301 86933 4,23 36054 4712 0,130692 165053 4,58
89 17301 3033 0,175291 68017 3,93 31342 4675 0,149151 131355 4,19
90 14268 2767 0,193904 52232 3,66 26667 4523 0,169599 102351 3,84
91 11501 2435 0,211724 39348 3,42 22144 4239 0,191438 77945 3,52
92 9066 2064 0,227690 29064 3,21 17905 3830 0,213907 57921 3,23
93 7002 1697 0,242379 21030 3,00 14075 3330 0,236557 41931 2,98
94 5305 1397 0,263339 14877 2,80 10745 2787 0,259357 29521 2,75
95 3908 1103 0,282333 10270 2,63 7958 2249 0,282580 20169 2,53
96 2805 847 0,301794 6914 2,46 5709 1748 0,306245 13336 2,34
97 1958 630 0,321722 4532 2,31 3961 1330 0,335821 8501 2,15
98 1328 454 0,342117 2889 2,18 2631 958 0,364059 5205 1,98
99 874 317 0,362980 1788 2,05 1673 658 0,393440 3053 1,82
100 557 214 0,384311 1073 1,93 1015 430 0,423964 1709 1,68
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158 Anhang 1 zur bayerischen

Ausgangswerte zur Berechnung der rohen Sterbewahrscheinlichkeit,

Ménnliche Personen
Vollendetes Rohe Sterbe- Geschatzte Ausgeglichene | Betrag der dritten
Alter in Gestorbene Nenner- wahrschein- Standard- Sterbewahr- Differenzen Fehlerquotient
Jahren gesamtheit lichkeit abweichung scheinlichkeit der gy

x My Ny ax Sx O« 1A%, = (A= G / 8¢
0 649 171055,0 0,003794 0,000149 0,003800 X X
1 72 175142,0 0,000411 0,000048 0,000320 X -1,90
2 28 179852,0 0,000156 0,000029 0,000240 X 2,90
3 23 185507,0 0,000124 0,000026 0,000180 X 2,15
4 32 191270,0 0,000167 0,000030 0,000144 0,000004 -0,77
5) 31 196640,0 0,000158 0,000028 0,000122 0,000010 -1,29
6 18 200174,0 0,000090 0,000021 0,000108 0,000006 0,86
7 16 201368,0 0,000079 0,000020 0,000103 0,000001 1,20
8 27 201104,0 0,000134 0,000026 0,000105 0,000002 -1,12
9 25 202632,5 0,000123 0,000025 0,000107 0,000007 -0,64
10 22 206785,0 0,000106 0,000023 0,000108 0,000001 0,09
11 31 2122225 0,000146 0,000026 0,000112 0,000004 -1,31
12 27 217305,5 0,000124 0,000024 0,000123 0,000004 -0,04
13 30 220356,5 0,000136 0,000025 0,000152 0,000011 0,64
14 39 221492,5 0,000176 0,000028 0,000212 0,000013 1,29
13 46 219615,5 0,000209 0,000031 0,000311 0,000008 3,29
16 94 216435,0 0,000434 0,000045 0,000444 0,000005 0,22
17 127 211922,5 0,000599 0,000053 0,000588 0,000023 -0,21
18 173 207228,5 0,000835 0,000063 0,000712 0,000031 -1,95
19 168 206436,5 0,000814 0,000063 0,000794 0,000022 -0,32
20 176 209974,5 0,000838 0,000063 0,000834 0,000000 -0,06
21 177 215780,0 0,000820 0,000062 0,000842 0,000010 0,35
22 190 220498,5 0,000862 0,000062 0,000829 0,000011 -0,53
23 170 222645,5 0,000764 0,000059 0,000802 0,000007 0,64
24 167 221557,0 0,000754 0,000058 0,000772 0,000011 0,31
25 168 219261,5 0,000766 0,000059 0,000746 0,000007 -0,34
26 154 218702,0 0,000704 0,000057 0,000723 0,000001 0,33
27 156 219121,0 0,000712 0,000057 0,000708 0,000005 -0,07
28 157 220289,0 0,000713 0,000057 0,000701 0,000000 -0,21
29 157 222333,5 0,000706 0,000056 0,000703 0,000001 -0,05
30 148 228406,5 0,000648 0,000053 0,000718 0,000004 1,32
&1 186 241111,5 0,000771 0,000057 0,000748 0,000002 -0,40
32 225 259417,5 0,000867 0,000058 0,000782 0,000011 -1,47
33 210 280319,5 0,000749 0,000052 0,000816 0,000004 1,29
34 262 300047,0 0,000873 0,000054 0,000859 0,000009 -0,26
35 289 317272,0 0,000911 0,000054 0,000911 0,000000 0,00
36 331 330014,0 0,001003 0,000055 0,000971 0,000001 -0,58
37 355 337070,0 0,001053 0,000056 0,001044 0,000005 -0,16
38 372 341103,5 0,001091 0,000057 0,001136 0,000006 0,79
39 433 342634,0 0,001264 0,000061 0,001257 0,000010 -0,11
40 468 340522,0 0,001374 0,000063 0,001409 0,000002 0,56
41 536 334805,0 0,001601 0,000069 0,001593 0,000001 -0,12
42 603 326879,0 0,001845 0,000075 0,001802 0,000007 -0,57
43 637 318086,0 0,002003 0,000079 0,002034 0,000002 0,39
44 687 307516,5 0,002234 0,000085 0,002290 0,000001 0,66
45 774 296674,5 0,002609 0,000094 0,002568 0,000002 -0,44
46 842 286253,5 0,002941 0,000101 0,002854 0,000014 -0,86
47 861 275241,0 0,003128 0,000106 0,003145 0,000003 0,16
48 916 264416,5 0,003464 0,000114 0,003453 0,000012 -0,10
49 964 254100,5 0,003794 0,000122 0,003792 0,000014 -0,02
50 1021 245996,5 0,004150 0,000130 0,004177 0,000015 0,21
51 1057 241162,0 0,004383 0,000135 0,004623 0,000015 1,78
52 1293 238827,0 0,005414 0,000150 0,005129 0,000001 -1,90
53 1311 237836,0 0,005512 0,000152 0,005662 0,000033 0,99
54 1474 235581,5 0,006257 0,000162 0,006224 0,000002 -0,20
55 1598 231436,5 0,006905 0,000172 0,006803 0,000012 -0,59
56 1675 2224285 0,007531 0,000183 0,007391 0,000008 -0,77
57 1615 205125,0 0,007873 0,000195 0,008006 0,000018 0,68
58 1632 191828,5 0,008508 0,000210 0,008690 0,000042 0,87
59 1826 191605,5 0,009530 0,000222 0,009460 0,000017 -0,32
60 2071 200759,5 0,010316 0,000226 0,010294 0,000022 -0,10
61 2459 213879,0 0,011497 0,000231 0,011180 0,000012 -1,37
62 2756 228294,5 0,012072 0,000229 0,012124 0,000006 0,23
63 3175 244882,0 0,012965 0,000229 0,013190 0,000064 0,98
64 3569 250298,0 0,014259 0,000237 0,014434 0,000056 0,74
65 3888 238686,0 0,016289 0,000259 0,015864 0,000008 -1,64
66 3804 220492,0 0,017252 0,000277 0,017463 0,000017 0,76
67 3891 203653,0 0,019106 0,000303 0,019275 0,000044 0,56
68 4089 189575,0 0,021569 0,000334 0,021317 0,000017 -0,75
69 4087 173374,0 0,023573 0,000364 0,023579 0,000010 0,02
70 4092 156170,0 0,026202 0,000404 0,026085 0,000024 -0,29
71 4053 142768,0 0,028389 0,000440 0,028878 0,000043 1,11
72 4392 136917,0 0,032078 0,000476 0,031997 0,000039 -0,17
73 4779 134506,0 0,035530 0,000505 0,035406 0,000036 -0,25
74 5234 132104,5 0,039620 0,000537 0,039063 0,000042 -1,04
75 5383 125842,0 0,042776 0,000570 0,042979 0,000011 0,36
76 5513 116789,5 0,047205 0,000621 0,047262 0,000108 0,09
77 5598 105726,0 0,052948 0,000689 0,052005 0,000093 -1,37
78 5301 93203,5 0,056876 0,000759 0,057323 0,000115 0,59
79 5110 81888,5 0,062402 0,000845 0,063478 0,000262 1,27
80 5106 73300,5 0,069658 0,000940 0,070647 0,000177 1,05
81 5365 68066,5 0,078820 0,001033 0,078748 0,000082 -0,07
82 5639 63847,0 0,088321 0,001123 0,087480 0,000301 -0,75
83 5527 56311,0 0,098151 0,001254 0,096546 0,000297 -1,28
84 4778 44138,0 0,108251 0,001479 0,105875 0,000071 -1,61
85 3622 31210,5 0,116051 0,001813 0,115827 0,000360 -0,12
86 2764 22324,0 0,123813 0,002204 0,127269 0,000867 1,57
87 2584 18762,0 0,137725 0,002516 0,141060 0,000859 1,33
88 2883 18467,5 0,156112 0,002671 0,157301 0,000101 0,45
89 3167 18209,0 0,173925 0,002809 0,175291 0,000701 0,49
90 3204 16510,5 0,194058 0,003078 0,193904 0,001126 -0,05
91 2948 13375,5 0,220403 0,003584 0,211724 0,001416 -2,42
92 2274 9911,0 0,229442 0,004224 0,227690 0,001061 -0,41
93 1678 7070,5 0,237324 0,005060 0,242379 0,000577 1,00
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ausgeglichene Sterbewahrscheinlichkeit, MaBzahlen fiir die Beurteilung der Ausgleichung

Weibliche Personen

Vollendetes Rohe Sterbe- Geschatzte Ausgeglichene | Betrag der dritten
Alter in Gestorbene Nenner- wahrschein- Standard- Sterbewahr- Differenzen Fehlerquotient
Jahren gesamtheit lichkeit abweichung scheinlichkeit der gy

x My Ny ax Sx A« 1A%, = (A= G / 8¢
0 528 163503,0 0,003229 0,000140 0,003230 X X
1 51 167039,0 0,000305 0,000043 0,000282 X -0,53
2 37 171038,5 0,000216 0,000036 0,000222 X 0,17
3 30 175873,5 0,000171 0,000031 0,000169 X -0,06
4 14 181063,5 0,000077 0,000021 0,000129 0,000006 2,48
5) 24 186021,0 0,000129 0,000026 0,000105 0,000003 -0,92
6 18 189412,0 0,000095 0,000022 0,000091 0,000006 -0,18
7 14 190764,5 0,000073 0,000020 0,000083 0,000004 0,50
8 19 190236,5 0,000100 0,000023 0,000079 0,000002 -0,91
9 14 191357,0 0,000073 0,000020 0,000077 0,000002 0,20
10 16 196019,0 0,000082 0,000020 0,000076 0,000001 -0,30
11 19 201540,5 0,000094 0,000022 0,000080 0,000004 -0,64
12 12 206331,0 0,000058 0,000017 0,000089 0,000000 1,82
13 21 209103,5 0,000100 0,000022 0,000111 0,000008 0,50
14 29 210098,5 0,000138 0,000026 0,000142 0,000004 0,15
13 44 208068,0 0,000211 0,000032 0,000178 0,000004 -1,03
16 39 204209,0 0,000191 0,000031 0,000212 0,000007 0,68
17 40 200333,5 0,000200 0,000032 0,000246 0,000002 1,44
18 72 198045,5 0,000364 0,000043 0,000274 0,000006 -2,09
19 54 201090,5 0,000269 0,000037 0,000286 0,000010 0,46
20 64 207278,0 0,000309 0,000039 0,000285 0,000003 -0,62
21 49 2142225 0,000229 0,000033 0,000278 0,000007 1,48
22 55 220425,5 0,000250 0,000034 0,000274 0,000009 0,71
23 74 223368,0 0,000331 0,000038 0,000271 0,000002 -1,58
24 54 222223,0 0,000243 0,000033 0,000264 0,000005 0,64
25 52 219697,5 0,000237 0,000033 0,000256 0,000003 0,58
26 67 218018,5 0,000307 0,000038 0,000249 0,000002 -1,53
27 44 217064,5 0,000203 0,000031 0,000243 0,000000 1,29
28 44 217185,0 0,000203 0,000031 0,000248 0,000010 1,45
29 62 218592,5 0,000284 0,000036 0,000265 0,000001 -0,53
30 75 224100,0 0,000335 0,000039 0,000284 0,000010 -1,31
31 68 236078,5 0,000288 0,000035 0,000301 0,000004 0,37
32 75 252590,0 0,000297 0,000034 0,000323 0,000007 0,76
33 102 271114,0 0,000376 0,000037 0,000354 0,000004 -0,59
34 105 288260,0 0,000364 0,000036 0,000394 0,000000 0,83
35 142 303327,5 0,000468 0,000039 0,000446 0,000003 -0,56
36 147 314251,0 0,000468 0,000039 0,000507 0,000003 1,00
37 196 319951,0 0,000613 0,000044 0,000577 0,000000 -0,82
38 210 322616,0 0,000651 0,000045 0,000648 0,000008 -0,07
39 230 324063,0 0,000710 0,000047 0,000720 0,000000 0,21
40 269 323297,0 0,000832 0,000051 0,000795 0,000002 -0,73
41 273 320145,0 0,000853 0,000052 0,000873 0,000000 0,38
42 305 313762,5 0,000972 0,000056 0,000964 0,000010 -0,14
43 322 305543,5 0,001054 0,000059 0,001071 0,000003 0,29
44 347 295417,5 0,001175 0,000063 0,001201 0,000007 0,41
45 373 284546,5 0,001311 0,000068 0,001355 0,000001 0,65
46 440 274711,0 0,001602 0,000076 0,001526 0,000007 -1,00
47 456 265450,5 0,001718 0,000080 0,001698 0,000016 -0,25
48 473 256998,5 0,001840 0,000085 0,001872 0,000001 0,38
49 528 249635,5 0,002115 0,000092 0,002055 0,000007 -0,65
50 531 245025,5 0,002167 0,000094 0,002252 0,000005 0,90
51 592 242249,0 0,002444 0,000100 0,002473 0,000010 0,29
52 664 240480,0 0,002761 0,000107 0,002715 0,000003 -0,43
53 736 239238,5 0,003076 0,000113 0,002964 0,000014 -0,99
54 746 235935,0 0,003162 0,000116 0,003220 0,000000 0,50
55 770 230860,5 0,003335 0,000120 0,003508 0,000025 1,44
56 859 221635,5 0,003876 0,000132 0,003835 0,000007 -0,31
57 871 204756,5 0,004254 0,000144 0,004173 0,000028 -0,56
58 883 191817,5 0,004603 0,000155 0,004496 0,000026 -0,69
59 904 191192,5 0,004728 0,000157 0,004805 0,000001 0,49
60 1029 200077,0 0,005143 0,000160 0,005122 0,000022 -0,13
61 1174 214354,5 0,005477 0,000159 0,005459 0,000012 -0,11
62 1362 231816,5 0,005875 0,000159 0,005832 0,000016 -0,27
63 1553 252358,5 0,006154 0,000156 0,006261 0,000020 0,69
64 1797 261407,0 0,006874 0,000162 0,006772 0,000026 -0,63
65 1860 252421,0 0,007369 0,000170 0,007376 0,000011 0,04
66 1890 236858,0 0,007979 0,000183 0,008101 0,000028 0,67
67 2027 223034,5 0,009088 0,000201 0,008969 0,000022 -0,59
68 2126 211889,5 0,010034 0,000217 0,009985 0,000005 -0,23
69 2224 197278,5 0,011273 0,000238 0,011176 0,000027 -0,41
70 2223 181100,0 0,012275 0,000259 0,012587 0,000045 1,20
71 2390 169878,5 0,014069 0,000286 0,014273 0,000055 0,71
72 2803 167490,5 0,016735 0,000313 0,016217 0,000017 -1,65
73 3102 168692,0 0,018389 0,000327 0,018369 0,000050 -0,06
74 3551 169253,0 0,020980 0,000348 0,020780 0,000051 -0,57
75 3856 165979,0 0,023232 0,000370 0,023542 0,000092 0,84
76 4449 163501,0 0,027211 0,000402 0,026773 0,000118 -1,09
77 4900 162035,0 0,030240 0,000425 0,030559 0,000086 0,75
78 5630 160439,0 0,035091 0,000459 0,035045 0,000145 -0,10
79 6276 157014,5 0,039971 0,000494 0,040337 0,000106 0,74
80 7057 152413,5 0,046302 0,000538 0,046510 0,000075 0,39
81 7929 148542,0 0,053379 0,000583 0,053559 0,000005 0,31
82 8843 144151,0 0,061345 0,000632 0,061404 0,000080 0,09
83 9467 131924,5 0,071761 0,000711 0,069913 0,000132 -2,60
84 8489 107161,0 0,079217 0,000825 0,079031 0,000055 -0,23
85 7097 78406,5 0,090515 0,001025 0,089093 0,000335 -1,39
86 5655 57435,5 0,098458 0,001243 0,100649 0,000550 1,76
87 5624 50117,0 0,112217 0,001410 0,114435 0,000736 1,57
88 6817 51636,5 0,132019 0,001490 0,130692 0,000241 -0,89
89 7811 53087,0 0,147136 0,001537 0,149151 0,000269 1,31
90 8510 50359,0 0,168987 0,001670 0,169599 0,000213 0,37
91 8056 41795,5 0,192748 0,001929 0,191438 0,000598 -0,68
92 6949 32283,5 0,215249 0,002287 0,213907 0,000761 -0,59
93 5736 24109,0 0,237919 0,002742 0,236557 0,000449 -0,50
94 4565 17672,0 0,258318 0,003293 0,259357 0,000031 0,32
95 3504 12487,0 0,280612 0,004021 0,282580 0,000273 0,49
96 2724 88445 0,307988 0,004909 0,306245 0,000019 -0,36
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Anhang 2 zur bayerischen Sterbetafel 2003/05
Ausgangswerte zur Berechnung der Sduglingssterblichkeit nach Monaten
sowie rohe und ausgeglichene Sterbewahrscheinlichkeit

Mannliche Personen Weibliche Personen
Vollendetes [ Gestorbene Lebende Rohe Sterbe- | Ausgeglichene Gestorbene Lebende Rohe Sterbe- | Ausgeglichene
Alter in wahrschein- Sterbewahr- wahrschein- Sterbewahr-
Monaten (Zanler- (Nenner- lichkeit scheinlichkeit (Zanler- (Nenner- lichkeit scheinlichkeit
gesamtheit) gesamtheit) gesamtheit) gesamtheit)

X Z Ny a O Z Ny a O

0 441 169054,0 0,002609 0,002609 369 161276,5 0,002288 0,002288

1 51 168883,0 0,000302 0,000262 38 161145,5 0,000236 0,000180

2 36 169099,0 0,000213 0,000204 22 161401,0 0,000136 0,000155

3 20 169290,5 0,000118 0,000160 16 161723,5 0,000099 0,000132

4 18 169430,5 0,000106 0,000128 18 161943,5 0,000111 0,000112

5 21 169634,0 0,000124 0,000103 16 162234,0 0,000099 0,000093

6 17 169827,0 0,000100 0,000084 10 162459,0 0,000062 0,000077

7 14 170052,0 0,000082 0,000070 13 162609,0 0,000080 0,000063

8 7 170327,5 0,000041 0,000058 9 162879,0 0,000055 0,000051

9 8 170591,0 0,000047 0,000049 9 163303,0 0,000055 0,000040

10 11 170818,0 0,000064 0,000042 4 163634,0 0,000024 0,000032

11 5 171119,0 0,000029 0,000037 4 163818,5 0,000024 0,000025

1,00000

0,10000

0,01000

0,00100

0,00010

0,00001

Rohe und ausgeglichene Sterbewahrscheinlichkeiten der bayerischen Sterbetafel 2003/05
Log. MaBstab

roh,
=== 3usgeglichen, mannlich .

= roh,

=== 3usgeglichen, weiblich

mannlich

weiblich

3 5 7 9 11131517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85 87 89 91 93 95

Altersjahre

Beitrage zur Statistik Bayerns, Heft 538 | Statistik und Leibrente?



Kommutationszahlen und Versicherungsbarwerte einer lebenslanglich, jahrlich vorschiissig zahlbaren Rente

— Basis: Bayerische Sterbetafel 2003/05, Zinssatz 3 % —
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Mannliche Personen

Weibliche Personen

Mannliche Personen

Weibliche Personen

) I 12 I D, I N I 5,9 12 I DY I N 5,9 K I 12 I D2 I N2 I 59 12 I D, I N I E)
0 100000 100000 3036861 30,37 100000 100000 3101379 31,01 50 95059 21684 416287 19,20 97361 22209 469541 21,14
1 99620 96718 2936861 30,37 99677 96774 3001379 31,01 51 94662 20964 394604 18,82 97142 21513 447332 20,79
2 99588 93871 2840143 30,26 99649 93929 2904605 30,92 52 94224 20259 373640 18,44 96902 20835 425819 20,44
3 99564 91115 2746271 30,14 99627 91173 2810676 30,83 53 93741 19568 353380 18,06 96639 20173 404984 20,08
4 99546 88445 2655156 30,02 99610 88502 2719504 30,73 54 93210 18891 333812 17,67 96353 19528 384811 19,71
5 99532 85857 2566711 29,90 99597 85913 2631001 30,62 55 92630 18227 314921 17,28 96043 18898 365283 19,33
6 99520 83346 2480854 29,77 99587 83403 2545088 30,52 56 92000 17575 296694 16,88 95706 18283 346385 18,95
7 99509 80910 2397507 29,63 99578 80966 2461686 30,40 57 91320 16937 279119 16,48 95339 17683 328101 18,55
8 99499 78545 2316597 29,49 99570 78601 2380720 30,29 58 90589 16312 262182 16,07 94941 17096 310419 18,16
9 99489 76250 2238052 29,35 99562 76306 2302118 30,17 59 89802 15700 245869 1566 94514 16523 293323 17,75
10 99478 74021 2161802 2921 99554 74078 2225812 30,05 60 88952 15098 230170 1524 94060 15965 276799 17,34
11 99467 71857 2087781 29,05 99546 71914 2151735 29,92 61 88036 14507 215072 14,82 93578 15421 260834 16,91
12 99456 69756 2015924 28,90 99538 69814 2079820 29,79 62 87052 13927 200564 14,40 93067 14890 245413 16,48
13 99444 67717 1946167 28,74 99529 67774 2010006 29,66 63 85997 13358 186637 13,97 92524 14372 230524 16,04
14 99429 65734 1878451 28,58 99518 65793 1942232 29,52 64 84863 12798 173279 13,54 91945 13866 216152 15,59
15 99408 63806 1812717 2841 99504 63868 1876439 29,38 65 83638 12246 160481 13,11 91322 13371 202286 15,13
16 99377 61928 1748910 28,24 99486 61996 1812571 29,24 66 82311 11700 148235 12,67 90648 12886 188915 14,66
17 99333 60098 1686982 28,07 99465 60178 1750575 29,09 67 80874 11161 136535 12,23 89914 12409 176030 14,19
18 99275 58314 1626884 27,90 99441 58411 1690397 28,94 68 79315 10627 125374 11,80 89108 11939 163621 13,70
19 99204 56575 1568570 27,73 99414 56694 1631986 28,79 69 77624 10098 114746 11,36 88218 11476 151681 13,22
20 99125 54883 1511996 27,55 99386 55028 1575291 28,63 70 75794 9573 104649 10,93 87232 11017 140205 12,73
21 99042 53240 1457113 27,37 99358 53410 1520264 28,46 71 73817 9051 95076 10,50 86134 10562 129188 12,23
22 98959 51646 1403873 27,18 99330 51840 1466854 28,30 72 71685 8534 86025 10,08 84905 10108 118627 11,74
23 98877 50100 1352227 26,99 99303 50316 1415014 28,12 73 69391 8020 77491 9,66 83528 9654 108519 11,24
24 98798 48602 1302126 26,79 99276 48837 1364698 27,94 74 66934 7511 69471 9,25 81994 9201 98865 10,75
25 98722 47150 1253524 26,59 99250 47402 1315861 27,76 75 64319 7007 61960 8,84 80290 8747 89664 10,25
26 98648 45743 1206374 26,37 99225 46010 1268459 27,57 76 61555 6511 54952 8,44 78400 8293 80917 9,76
27 98577 44378 1160632 26,15 99200 44659 1222449 27,37 77 58646 6022 48442 8,04 76301 7835 72624 9,27
28 98507 43055 1116253 2593 99176 43348 1177790 27,17 78 55596 5543 42419 7,65 73969 7375 64789 8,79
29 98438 41772 1073198 2569 99151 42074 1134442 26,96 79 52409 5073 36876 7,27 71377 6909 57414 831
30 98369 40527 1031426 2545 99125 40838 1092368 26,75 80 49082 4613 31803 6,89 68498 6437 50505 7,85
31 98298 39318 990900 25,20 99097 39638 1051530 26,53 81 45615 4162 27191 6,63 65312 5959 44068 7,40
32 98224 38144 951582 24,95 99067 38471 1011892 26,30 82 42023 3723 23029 6,19 61814 5476 38109 6,96
33 98147 37004 913438 24,68 99035 37339 973421 26,07 83 38347 3208 19306 585 58018 4990 32633 6,54
34 98067 35897 876434 24,42 99000 36238 936082 25,83 84 34645 2893 16008 5,53 53962 4506 27643 6,14
35 97983 34822 840537 24,14 98961 35169 899844 25,59 85 30977 2511 13116 5,22 49697 4029 23138 5,74
36 97894 33777 805715 23,85 98917 34130 864674 25,34 86 27389 2156 10604 4,92 45269 3563 19109 5,36
37 97799 32761 771939 2356 98867 33119 830545 25,08 87 23903 1826 8449 463 40713 3111 15546 5,00
38 97697 31774 739178 23,26 98810 32136 797426 24,81 88 20531 1523 6622 4,35 36054 2675 12435 4,65
39 97586 30813 707404 22,96 98746 31179 765291 24,54 89 17301 1246 5099 4,09 31342 2257 9760 4,32
40 97463 29878 676591 22,65 98675 30250 734111 24,27 90 14268 998 3853 3,86 26667 1865 7503 4,02
41 97326 28967 646713 22,33 98597 29345 703862 23,99 91 11501 781 2855 3,66 22144 1503 5638 3,75
42 97171 28078 617746 22,00 98511 28466 674516 23,70 92 9066 598 2074 3,47 17905 1180 4135 3,50
43 96996 27212 589668 21,67 98416 27610 646051 23,40 93 7002 448 1477 3,30 14075 901 2955 3,28
44 96799 26365 562456 21,33 98311 26777 618441 23,10 94 5305 330 1029 3,12 10745 668 2054 3,08
45 96577 25539 536091 20,99 98193 25966 591664 22,79
46 96329 24731 510552 20,64 98060 25176 565698 22,47
47 96054 23942 485821 20,29 97910 24405 540522 22,15
48 95752 23172 461879 19,93 97744 23654 516117 21,82
49 95421 22419 438707 19,57 97561 22922 492463 21,48

1 Vollendetes Alter x.

2 Uberlebende im Alter x.
3 Diskontierte Zahl der Lebenden des Alters x.

4 Summe der diskontierten Zahlen der Lebenden.
5 &, =N,/ D,, Barwert der sofort beginnenden und lebenslanglich, jahrlich vorschissig zahlbaren Leibrente "1" fiir eine x-jahrige Person (lebenslangliche Leibrente)

Beitrage zur Statistik Bayerns, Heft 538 | Statistik und Leibrente?



162

Ausgewabhlte Verdffentlichungen des Bayerischen
Landesamts fiir Statistik und Datenverarbeitung

Altersstruktur der Bevélkerung Bayerns (A 1 3)

Gestorbene in Bayern nach Todesursachen, Geschlecht
und Altersgruppen (A IV 3)

Statistisches Jahrbuch fiir Bayern 2007 (50. Jahrgang).
Umfassendes Kompendium amtlicher statistischer Daten auf
fast 600 Seiten in tabellarischer und grafischer Form
(Ausgabe 2008 erscheint Ende 2008).

Bayern in Zahlen - Zeitschrift des Bayerischen Landesamts fiir
Statistik und Datenverarbeitung (monatlich)

Zum 200. Jahr der amtlichen Statistik in Bayern erschien im
Maiheft 2008 von ,Bayern in Zahlen* der Beitrag ,Methoden
und technische Hilfsmittel in der Statistik - ein historischer Ab-
riss®.
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Bestellung von Verdffentlichungen
Telefon: 089 2119 -205

Fax: 098 2119 -457

E-Mail: vertrieb@statistik.bayern.de

Erwerb in unserer Vertriebsstelle im Hause (Zimmer 108):
Offnungszeiten

Montag bis Freitag ~ 9.00 bis 12.00 Uhr

Mittwoch 13.00 bis 17.00 Uhr

sowie nach Vereinbarung.

Bibliothek (Zimmer 341)

Unsere Prasenzbibliothek ist eine der &ltesten und groBten
statistischen Spezialbibliotheken in Deutschland mit mehr
als 100 000 Banden. Eine besondere Spezialitdt ist unser
reichhaltiger Altbestand aus dem 19. Jahrhundert, eine
Fundgrube statistischer Kostbarkeiten. Neben den
historischen Statistiken stehen lhnen die einschlégigen
Quellenwerke der amtlichen Statistik des In- und Auslands,
Statistiken anderer Institutionen, Literatur zu statistischen
Methoden, Standardwerke der Wirtschafts- und
Sozialwissenschaften sowie ca. 200 laufende
Fachzeitschriften (auch zur Informations- und
Kommunikationstechnik) zur Verfiigung.

Offnungszeiten:
Montag bis Freitag ~ 9.00 bis 12.00 Uhr
Mittwoch 13.00 bis 17.00 Uhr

sowie nach Vereinbarung
Tel. 0892119 -337

Bayerisches Landesamt fiir Statistik und Datenverarbeitung
Neuhauser Strae 8, 80331 Miinchen



1. Entwickelung der Lebensversicherung bei den demtschen

Anstalten 1829—1894.
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Abbildungen oben:

Aus: Meyers Konverationslexikon, 1896

Abbildung rechts:

Aus Londoner Geburts- und Sterbelisten suchte
John Graunt (1620-1674) zu GesetzmaBigkeiten der
Bevolkerungsbewegung zu gelangen. Seine Auf-
zeichnungen sollten ihm bei der Erstellung einer
Tabelle iiber das Absterben dienen. 1662 publizierte
er darliber in London. Die von Graunt erstellte Tabelle
benutzte Nikolaus Bernoulli (1687-1759) zur
Schétzung der mittleren kiinftigen Lebenserwartung
und zur Bestimmung des Preises einer Rente auf das
Leben einer Person. Im Jahr 1702 erschien das in
deutscher Sprache verfasste Werk von Graunt in

Leipzig.
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Preis: 12,50 Euro
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